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Esta Aula...

Nesta aula veremos trés métodos para resolver
recorréncia:

= Método da substituicao

E suposto um limite hipotético e depois usa-se a inducao
matematica para se provar a suposicao

= Método de Arvore de Recursao

Converte-se a recorréncia em uma arvore, onde esta é
utilizada para o calculo dos custos

m Método Mestre

Fornece limites para recorréncias da forma
T(n)=aT(n/b)+f(n), onde a, b>0 e f(n) € uma funcao dada.



M¢étodo da Substitui¢ao

Engloba duas etapas:

= Pressupor a forma da solucao

= Usar a inducao matematica para encontrar as
constantes e mostrar que a solugao funciona

Este metodo pode ser utilizado para

estabelecer limites superiores ou inferiores

sobre uma recorréncia



Exemplo

Determinar um limite superior para a
recorréncia:

= T(n)=2T(.n/2])+n
Supdem-se T(n)=0O(n Ig n)
Quer-se provar que T(n) <cnlgn,comc>0
Comeca-se supondo que este limite permanece valido para
Ln/2], ou seja, T(Ln/2]) < clLn/2]Ig(Ln/2))
Na recorréncia, 7y <2(¢c [ns2) lgdn/2) + n
<cnlgn/2) +n
=cnlgn-cnlg2 +n
=cnlgn—-cn+n
=cnlgn,

onde o ultimo passo ¢ vilido desde que ¢ > 1.



Exemplo (cont.)

Ainda falta mostrar a validade em valores
limites!

= Vamos supor que T(1) = 1, entao para n=1
O limite tem que ser valido: T(n) < cnlg n, mas para n=1,
T(1) <c1lg1 =0, assim o caso basico deixa de ser valido!

Porém, devido a notacao assintotica, T(n) <cn Ig n deve
ser valido para n =n,

Fazendo n, = 2, 0s casos basicos sao verdadeiros para um
c=2



Cuidado! Armadilhas'

E facil errar utilizando a notacdo assintotical

EX.:

» Dada a recorréncia T(n)=2T(_n/2J)+n, considere
T(n)<cn, entao:

T(n) < 2(cln/2] + n
= cn+n

— ﬂ(ﬂ) 1 — ﬁ‘?‘ﬂdﬂ.’!

= O erro € que nao se prova a forma exata da hipotese
iIndutiva, T(n)<cn.



Método da Arvore de Recursio

Uma grande dificuldade do método de
substituicao € encontrar uma boa suposicao

Tracar uma arvore de recursao pode ser uma
forma de se encontrar uma boa suposicao

= Em uma arvore de recursao, tem-se:
N6 — Representa o custo de um unico subproblema
Soma-se 0s custos por nivel da arvore
Soma-se 0s custos de todos 0s niveis para se obter uma
estimativa do custo total
m Estas arvores de recursao sao muito uteis para
algoritmos do tipo dividir e conquistar



Método da Arvore de Recursio

Dependendo da forma com que se admite ou
nao uma certa“sujeira” nos calculos dos custos,
uma arvore de recursao tanto pode ser utilizada
para:

= A geracao de uma estimativa de custo, para a criacao
de uma boa suposicao

= Ou, para a determinacao assintotica do custo do
algoritmo



Gerando uma boa suposi¢ao...

Dada a recursdo: T(n)=3T(.n/4))+®(n?)
= Deseja-se encontrar um limite superior!

= “Sujeira” — tolera-se o fato de que pisos e tetos sao
normalmente insatisfatorios para resolver recorréncias

= Cria-se uma arvore de recursao para T(n)=3T(n/4)+cn?,

onde ¢>0

Por conveniéncia, é suposto que n é uma poténcia de 4 (outra
“sujeira”)



Gerando uma boa suposicio...
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Analisando a Arvore

O tamanho de um subproblema na profundidade / &
n/4

= Onde i=log,(n)

= Logo, a arvore tem log,(n)+1 niveis (0,1,2,3,...,log,n)

O custo de cada nivel:

= Cada nivel tem 3 vezes mais nds que o nivel anterior
Nivel i, nUmero de nimero de nos é 3
= Como os tamanhos dos subproblemas sao reduzidos por
um fator 4 a cada nivel, cada n6 no nivel i tem custo
c(n/4')?
m Assim, o custo total para um nivel i sera 3"
c(n/4')?°=(3/16)cn?



Analisando a Arvore

O custo do ultimo nivel:
= O ultimo nivel, profundidade log,n, tem uma quantidade de nos igual

d. log, n log, 3
3g4 —n g4

Cada qual contribuindo com o custo T(1), gerando um custo total para
este nivel de:

12T (1) = On'°=°)
Custo Total:
T 2 3 2 3 ? 2 3 o8 2 log ., 3
(n)=cn +Em + v Rl +[T@] cn’ +O(n'*?)

log, n=-1 3 i
= Z‘) (EJ m2+®(n1ﬂ343)

_(3/16)"" -1
(3/16)-1

cn’ + @(n'%?)



Analise a Arvore

Fazendo uso de algumas aproximagoes, 0 custo
total pode ser expresso como:

log , n-1 {
Tm= 3 (%J cn® +@(n'*?)

o i
R

— 1 2 log 3 °
1-(3,«‘16)m +0O(n )

= — 4 log, 3
lam +0O(n"")

=0(n?%) .



Analisando suposi¢ao

O proximo passo é verificar, com o método da
substituicao, se a suposicao € boa, isto &, se
T(n)=0(n2) é um limite superior para a
recorréncia T(n)=3T(Ln/4J)+®(n?)

= Quer-se mostrar que T(n)<dn?, d>0. Usando a

mesma cte c¢>0,

T(n) < 3T(n/4l) + en?
<3d|n/4P + cn?
< 3d (n/4)* + cn?
=3 dn® +cn?

<dn®,

onde a ultima etapa € vilida desde que d > (16/13)c.



Método Mestre

O método mestre fornece uma “receita” para a

resolucao de recorréncias na  forma

T(n)=aT(n/b)+f(n),

= onde a>=1 e b>1 (constantes) e f(n) é uma funcao
assintoticamente positiva

m Esta recorréncia descreve um problema de tamanho
n dividido em a subproblemas de tamanho n/b

= O custo em tempo para cada um dos subproblemas é
T(n/b) e o custo de dividir e combinar esta na funcao

f(n).



Teorema Mestre

Teorema 4.1 (Teorema mestre)
Sejama 2 1eb > 1 constantes, seja (1) uma fungio e seja I'(n) definida sobre os inteiros nio ne-
gativos pela recorréncia

I(n) = al(n/b) + f(n) ,
onde interpretamos n/b com o significado de| n/b_ou[n/b . Entao, T(n) pode ser limitado assin-
toticamente como a seguir.

1. Sef(n) = O(n"***™*) para alguma constante € > 0, entio T(n) = O(n"***).

2. Sef(n) = O(n'"***), entio T(n) = O(n"**Ign) .

3. Sef(n) = Q(n'"***"*) para alguma constante € > 0, e se af(n/b) < cf(n) para alguma cons-
tante ¢ < 1 € para todo 7 suficientemente grande, entio T(n) = ©(f(n)). n



Usando o Teorema Mestre

Primeiro: Verificar a que caso o problema se aplica ao
teorema (1,2 ou 3)

Segundo: Anotar a resposta

EXx.:
= T(n)=9T(n/3)+n
a=9, b=3, f(n)=n, e %" =n">° = O(n?)

Como, f(n)= 0(n1°g39_g ) e=1

Estamos no caso 1 do teorema: T(n)=0(n?3)



Exemplo do uso do teorema mestre

Considere, I(n) = I(2n/3) + 1,

m a=1,b=3/2,f(n)=1e =™ =n"*""=n0=

= Assim, aplica-se 0 caso 2, pois f(n) = ©(n"**) = e(1)
= E a solugao darecorrénciaé T(n) = O(gn)

Considere agora, T =3T(n/4) +nign
m a=3, b=4, f(n) =nlgnen'®* =n"%>* = On"7%%
s Comoif(n) = Q(n'****), €=0,2
= Aplica-se o caso 3, que para n suficientemente grande
af(n/b) = 3(n/4) Ig(n/4) < 3/4)nlgn = ¢f(n) parac = 3/4
= E a solugcdo para a recorréncia é T(n) = O(n lg n)



Contra-Exemplo

Considere a recorréncia,

I'(n) = 2T(n/2) + nlgn,
Para este caso nao é possivel se aplicar o
teorema mestre!
= Observe que
Sf)m' ™ = mlgn)/n=Ign

m Logo, f(n) é assintoticamente menor que n<para
qualquer € positiva.



