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Relacbes e Fungbes

1 Represente, graficamente, a rela> = {(xy)DDxO/2x+3y-620}

* y
2 0 2
| 3 0

2.5a0 dados A={1,2,3,4} e B={x, vy, z}. Seja R a sedairelacdo de A para
R={(1y). (1.2) By) (4.x) (4.

a) Determine a matriz da relac
[0 1 1]
0 0 0
MR =
0 1 0
1 0 1
b) Desete o diagrama de setas d

C) Ache a relacdo inverse* de R
R™ = {(y,1).(,1),(1.3),(x.4),(2.4
d) Determine o dominio e a Imagem d

D(R) = {1,3,4} Im(R) = {x,y,z

3.Seja A={1,2,3,4,6} e seja a relacdo em A definida‘ix divide y”, escrita x | y . (Ne que X|y
se e somente se existe algum inteiro k tal quexk)
a) Escreva R como um conjunto de pares order
R ={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,6),(2,2),(2,4),(2(8,3).(3,6).(4.4,
b) Desenhe seu grafo orient:
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C) Ache a relacdo inverse* de R.
R'i ={(1,1).(2,1),3,1),(4).(6,1).(2,2),(4,2),(6,2),(3,3).(6,3),(4,4)}
R~ pode ser descrita em palavras? Cc
R': “y divide x”
4.Sejam A#%1,2,3}, B={a,b,c} e C={x,y,z} R={(1,a), (1,¢), (2,a), (3,b)}
S={(a.x).(a.y).(a,2),(c.x)}
a) Ache, se for p
ssivel,a relacdo composta R«
N&o € possive
b) Ache, se for possivel, a relacdo composta
SoE {(1,x),(1,y),(1,2),(2,x),(2,y).(2.:

C) Ache as matrizes gr, Ms, Msor Compare com o produto deg por Ms.

1 0
1 1 1
0o 0 0
MR = o 0 0
o 1 0 MS =

2 1 1
Meor=[1 1 1

d) Desenhe o diagrama de setas das relagcoes R eserve os caminhos de 1
para x, 2 para y e 2 par:
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5.Considere as seguinteslagcdes em um conjunto A={1, 2,
Determine se as relagcbes sao reflexivas, simétticassitivas e ar-simétircas
R={(1,1) (1,2) (1,3) (3,3)}

Reflexiva: Nao, pois Z1 A porém (2,2)0R

Anti-Reflexiva Nao, pois 1R1 e 3F

Simétrica: N&o, pois (1,2)JR porém (2,10R

Anti- Simétrica: Sim, poisx,y [0 A, temos que se (XRy yRx) entdo x =y, (1,1) e ,3).
Transitiva: Sim, pois se (X,¥JR e (y,zOR entédo (x,zJJR
S={(1,1) (1,2) (2,1) (2,2) (3,3)}

Reflexiva: Sim, pois (1,1),(2,2) e (3,:00 S.

Anti-Reflexiva: Naq pois é reflexiv.

Simétrica Sim, pois se xRy entao yF

Anti- Simétrica N&o, pois 1R2 e 2R1 porénz2.

Transitiva: Sim, pois se (X,¥JS e (yz)US entado (x,z}JS.
T={(1,1) 1,2) (2,2) (2,3)}

Reflexiva: Nao, pois 31 A porém (3,30T

Anti-Reflexiva: Nao, pois (1,10 T.

Simétrica: Nao, pois (1,2)]1 T e (2,1)0OT.

Anti- Simétrica: Sim, poisdx,y O A, temos que se (xRM yRx) entdo x =y, (1,1) e (2,.
Transitiva: N&o, pois (1,2)1 T e (2,3)00 T porém (1,3)1 T.
V=[]

Reflexiva: Nao, poisix [0 A, (x,x) O V. Logo V é ireflexiva.
Simétrica: Sim, por vacuidade.

Anti- Simétrica Sim, por vacuidad¢

Transitiva: Sim, por vacuidade.

U=AXxA

Reflexiva: Sim, poid]xA, (x,x) OU.

Anti-Reflexiva N&o, pois é reflexiva

Simétrica: Sim, poisx,y A, se xRy entdo yR

Anti- Simétrica: Nao, pois (1RZ- 2R1) mas 1 nao é igual a 2.
Transitiva: Sim, pois se (x,JU e (y,zOU ent&o (x,z)JU.

6.Seja R ={(1,1) (2,2) (2,3) (3,2) (4,2) (4,4)} agsates relacbes em A={1,2,3
a) Desenhe seu grafo orient:

P
o

/
OMNGC:

b) Verifique quais as propriedades d
Nao reflexiva,ndo ant-reflexiva, nao simétrica, ndo ansimétrice e nao transitiva.

c) Ache R2= Rol
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RoR

RoR ={(1,1),(2,2),(,3).(3,2),(3,3).(4,2),(4,3),(4,4)}

7.Dé exemplos de relagbes R em A={1,2,3} que ténoanedade requeric

a) R é simétrica e ar-simétrica

R ={(1,1).(2,2);
b) R é simétrica e néo é e-simétrica

R={(1.1).,(1,2).(2,1)}
c) R nao é simétrica e é e-simétrica

R ={(1,1),(1,2);
d) Rnao é simétrica e ndo € -simétrica

R ={(1.2),(2,1),(1,3)}

8.Seja R a seguinte relacao de equivaléncia no camapny1,2,3,4,5,6
R={(1,1) (1,5) (2.2) (2,3) (2,6) (3,2) (3.3) (3.8).4) (5.1) (5.5) (6,2) (6,3) (6,€
Ache a partiéo induzida por R, isto € ache as classes de dé@udia de F
[1] = {1,5}
[2] = {2,3,6}
BH={23:6}
[4] = {4}
sH={+5}
[6]={2.3.6)
PARTICAO: [1] [7[2] L7 [4]
OBS.: Particao é uma uniao de classes de equivaléncia que satisfaz a seguinte
propriedade:
- a unidao é igual ao conjunto A e a intersecao de ser vazia.
OBS: quando houver classes iguais escolhe-se apenas uma para colocar na particao
9.Considere que dois inteiros estdo proximos um d@®@e a diferenca entre eles for no max
2, por exemplo &sta proximo de 5, e 10 esta proximo de 9, ma® &si& proximo de No
conjunto dos inteiros, verifique as propriedadeseticdo esta proximo (
R ={(x,y)OZ | |x-y|< 2} (a distancia entre x e y € no maximc
a) Reflexiva: Sim, poiglx 0Z, |x-x|] = 0< 2. Logo (x,x)UR.
b) Simétrica: Sim, pois se xRy,-y| < 2. Como |x-y| = |y-X|, temos que |y<2.Logo yRx.
c¢) Anti-simétrica: N&o, pois tome x=4 e y=6. XRy e yRx mzy.
d) Transitiva: N&o, pois tome x=4, y=6 e z=8. xRyRz porém (x,.0R, ja que |-8|=4> 2.
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10. Consideremos o conjunto E de todas as retas ddamo @ seja R eelacéo definida por X
RY se e somente se, X for perpendicular a Y. Eedégdo € uma relacao de equivalér
R ={(x,y) O retas de um plano, tal que x é perpendicular i
a) Reflexiva: Ndonenhuma reta do plano seré perpendicular a si mesn{x,x) OR.
b)Anti-Reflexiva ou I-ReflexivaSim, poisx O{retas do plano}, (x,x1 IR, ou seja X nao
perpendicular a x.
c)Simétrica: Sim, poid]x,y O{retas do plano}, se x é perpendicular a 'y enté® gyerpend a:
d) Anti-simétrica: Nao, pois xperpenq y e y( perpend) x, porémzy (fig.1).

e) Transitiva: Nao, pois sejam x,y,z retas do pl conforme figura 2 y &,
temos assim que x(perpend)y e y(perpend)z poreréc-perpend)z. e
fig.1 fig.2
11. Seja E um dado conjunto ndo vazio de pessoas @e®os a relacdo definida por: x

se e somente se, x e y sdo irmaos. Esta relagéa éelacéo de equivaléncia? (Considere fi
domesmo pai e da mesma
N&o. (Ver exercicio 13 item d).
12. Siga as instrucdes e depois respc
a) Dé um exemplo de uma relagcdo em umunto que ndo seja nem reflea nem
anti-reflexiva.
A={1,2,3} R ={(1,1),(2,2)}
Né&o é reflexiva pois (3,3) ndo pertence a R.
Nao é anti-reflexiva pois (1,1) e R e (2,2) E R. (Bastaria um deles)
b) Dé um exemplo de uma relacdo em um conjunto, gageffexiva e an-reflexiva.
A propriedade antieflexiva € a mesma coisa que nao refle»
Nao existe relacao que seja reflexiva e anti-reflexiva, pois:

para ser reflexiva, todo elemento x EA, (x,x) ER e
para ser anti-reflexiva todo elemento x E A, (x,x) nao pertence a R.

13. Quais dos seguintes conjuntos sao relacao de égpiva
a) R={(1,1), (1,2), (2,1), (2,2),(3,3)}0 conjunto A={1, 2, 3
R é reflexiva, simétrica e transitiva, portanto éa relacao de equivalénci
b) R={(1,2), (2,3), (3,1)} no conjunto A={1, 2, 3}| e
R néo é reflexiva, nem simétrica e nem transitiyartanto ndo é relagdo de equivalénc
C) “menor ouigual” em Z
E reflexiva, poisd0Z, X< X;
N&o é simétrica, pois tome x =4 ey = i<y porém > X;
E transitiva, pois se Xy e y<z en&o X< z.
Portanto, ndo é relacao de equivalén (ja que ndo é simétrica)..
d) R = Parentes de uma determinada familia; - x é irm&o de
Na&o é reflexiva, pois (x,x[JR (uma pessoa nao €é irma dela mesma);
E simétrica, pois se x é irm&o de y, ent&o y é iona&@ x
E transitiva, pois se x é irmao dee y é irm&o de z, entdo x é irmao d
Portanto, ndo é relacao de equivaléncia (ja que réceflexiva)
e) R = Parentes de uma determinada familia; - x é pai de .
N&o é reflexiva, pois (x,x[JR (uma pessoa ndo € pai dela mesma);
N&o é simétrica, pois se X € pai de y entédo y n@aiéle x
N&o é transitiva, pois se x € pai de y e y € pat dentdo x ndo é pai de z e sim ¢
Portanto, ndo é relacao de equivaléncia (ja que rédoem reflexiva, nem simétrica, ne
transitiva).
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14. Prove que se B uma relacdo de equivaléncia em um conjunto & * também é.
Considere por hipétese que R é uma relacéo de ejé@iwcia. Logo R é reflexiva, simétrica e transiti
Provemos que R também é relacéo de equivaléncia, para isto é neéiio mostrar que F*é
reflexiva, simétrica e transitivi
i) Reflexiva: Como R é reflexiva, te-se quellxOdS, xRx. Pela definicéo ¢ relacéo inversa x R
x . Portanto é R Reflexiva
i)  Simétrica: Comnsidere que x™y. Pela definicdo de relacdioversa yRx. Como R
simétrica xRy. Pela definicdo de inversa ™ x. Portanto R* é Simétrica
i) Transitiva: Considere x 'y e y R*z. Pela definicéo de relacdo inversa yRx e zRy. Gd®
é transitiva e zRy e yRx te-se quezRx. Pela definicdo de relac&o inversa * z. Portanto R
é Transitiva.
De i, ii e iii conclui-se que R é relacdo de equivalénci

15. Prove que a relacao “é congruente com modulo arh@ relacdo de equivaléncia
conjunto dos nameros inteir

R ={(x,y) 0Z| x=y(mod n%

i) Reflexiva: Sim, poisix LIZ, x=x(mod n), ja que n|(x¢), ou seja, n|0, pois 0 =n.0,0 Z.

i) Simétrica: Sim, pois sexy (mod n) ter-se que n|(x-y), ou seja, (K=nk, kOO Z. Multiplicando a
igualdade por (-1) tem-se quex = n(-k), -k O Z. Logo n|y-x. Portanto 5 x(mod n)

iii) Transitiva: Sim, pois se ®y (mod n) e ¥z (mod n) ter-se que n|(X¢) e n|(*-z). Logox-y=nk; (1),
k. Lz ey-z=nk (2), k. [Jz. Adicionando () e (2) te-se que x-z = nk+ n ky = n(ky+ kz). Como k
e k sao inteiros, (k. ko) também é inteiro, assirt(ki+ ko) = k, k LIZ. Logo »z = nk, kz. Portanto
x= z(mod n).

De i, ii e iii conclui-se que R é relacao de equivalén

16. Verifique se as relacdes abaixo séo aplicacbeBcgnaente, no conjunto R dos nime

reais:

a)x’=y b)y=xX+4x-1 c)x*=y—-6x-5 d)6y=x+4 e)x*=25-y; y<O0
y y y (e) Nao é funcao,
y ! { A LT P pois existem
/ / 7 B \_\}h elementos no
IS AN 7, T e ) "~ dominio com duas
X X ™ " imagens.
St SIM SIl SIm

17. Considere as fungdf, g e h, de R em R, definidas por:

f(x) =x + 4 g(x) =¥-5 h(x) = X = % — X

Determine as compostas:

a) (fog) =f(g(x) =f({-5)=X¥-5+4=%-1

b) (@oh) =g(h(x)=gXx-—x-x)=(¢—-xX-xF-5

c) go(foh)=g(f(h(x))) =gfE - —=x)=g(X =X —x+4)=(R—xX—-x +4P-5
d)fog)oh=(fog) (h(x)=G-xX-xF-1

e) (foh)og = f(h(g(x))) = f(h(X—>5) = f(x*— 5 — (¢~ 5F — (¢~ 5)) =(X— 5}’ —= (¢— 5f — (¢ 5) + 4
f) fo (h o g) = (foh)og (item e).
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18. Sejam S={a,b,c,d} e T={X,y,z
a) Dé exemplo de uma funcdo de S em T que néo sejejstava nem injetor

f1 = {(a,x),(b,x).(c,y).(d.y)}
b) Dé exenplo de uma funcdo de S em T que seja sobrejetasan@o seja injetol

f2 = {(a,x),(b,x).(c,y).(d,z2)}
C) E possivel encontrar uma funcéo de S em T queisgjtora’
N&o, pois o dominio possui mais elementos que am@-dominio.

19. Para cada caso a segLetermine se a funcao € injetora, sobrejetora, daoanProve sue
afirmacdes
a) f: Z—Z definida por f(x) =2

Injetora: N&o, pois tome x= 3 e % = -3, f(x1) = f(x2) = 9 porém xx; .

Sobrejetora: Ndo. Tome r = 8 um elemento do co-dominio. Ndo existe nehum inteiro tal que X
= 8. Portanto 8 ndo é imagem de nenhum elementaldminio. Logo imagenZcontra-dominio.

b) f.Z—Z definida por f(x)=10+

Injetora: Sim, poisx1, x2 [z se f(x1) = f(x2) ter-se que 10 +x1 = HX2, ou seja X1 = X:
Sobrejetora: Sim, poiglr DZ, existe x =-10, XDZ, tal que f(x) = f(r10) = 10 +(-10) =r.

C) f: N—N definida por f(x)=10+

Injetora: Sim, poisx1, x2 [N se f(x1) = f(x2), ou seja, 10+x1=10+x2 temos oulex2.
Sobrejetora: N&o, pois @N, mas 0 nao é imagem de nenhum elemento do domimgo imagen
Zcontra-dominio.

d) f:Z—Z definida por f(x)=x/2 se x é par e f(x)=(%)/2 se x é imp:

Injetora: Nao, tome x1 =0 e x2 = 1. Logo, f(x1)3#2 = 0 pois x1 é par, assim f(x1) = f(x2); f(x2)
(1-1)/2 = 0, pois x2 é impaporéem Xx:zx2.

Sobrejetora: Sim. Considere r um elemento qualgdercontre-dominio Z. Sir for impar, tem-se
qgue x = 2r +1, se r for par terae que x = 2r tal qu

i) f(x) = f(2r) = 2r/2 =r se x é pe

ii) f(x) = f(2r+1) = (2r +1 4)/2 =r se x € impa

De i e ii concluise que qualquer elemento do cor-dominio € imagem de um elemento do domil
Portanto, imagem = contradomini

e) f: Q—Q definida por f(x) =*

Injetora: Nao, pois tome x= 3 e » = -3, f(x) = f(x2) = 9 porém x> .

Sobrejetora: N&o, tome r = -QQ. N&o existe 3L Q tal que f(x) = -3 (x =+/-3 0Q). Logo
imagemzcontra-dominio.



