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ANALISE COMBINATORIA

De quantas margis diferente11 homens e 8 mulherpedem se sentiem uma fila
se 0s homens sentam juntos e as mulheres tar
21*111*8!

O controle de qualade quer verificar 25 processadores dos 300 pidakipor
dia. De quantas maneiras isso pode ser
C(300,25) = 300!/25!*(30-25)! = 300!/25!*275!

De quantas maneiras pt«se selecionar um juari de 12 pesseasum conjuntc
de 17 homens e 23 mulhe considerando que o jari tenha
a) 5 homes e 7 mulhere
C(17,5) * C(23,7) = (17'/5!(1-5)!) * (23!/71(23-7)! =
(171/51%121)*(231/71*16!)
b) Pelo menos 1 home.
C(40,12) C(17,0)*C(23,12
¢) No minimol mulhe.
C(40,12) C(23,0)*C(17,12

Quantos numerggsares d 3 algarismos distintos podemos forrsam os algarismos |
1,2,3,4,5,6,7,8€? Lembrese de retirar os nUmeros que possuem zero c
algarismo

9 * 9 * 8 = 648 € o totade possibilidades (nUmeros imparesu pares).

8 * 8 * 5 = 320 Total de niumeros impare de 03 algarismos.
648 — 320 = 328

De guantagnaneiraspodemosescolher uma comissao de trés elementos
conjunto de 10 pess(?

C(10,3) = 10!/3*71 = 10.9.8.71/3.2.1.7' = 1
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6) Considere os numeros inteiros ores que 64000 que possuem 5 algarisi
todos distintos, e que nao contem os digitos 3@l sera a quantidade des

ndmeros?
Os numero sé&o diferentes de 3 e dt 1680 +480 = 21€
(fou9) _ _ _ .

2 *7*6*5*4=168

& _ _ _ _
1%4*6*5*4=48(

7) Considere cinco pontos, trés a trés nao colinedismdo esses pontos co
vértices de um triangulo. Qua quantidade de tridngulos distintos que se |
formar?

C(5,3) = 51/3I*21 = 1(

8) Quanbs sao os anagramas da palavra ALL?

a) Sem restricoes
P(5) = 5! =120

b) gueas consoantedevem estar juntas.
P(4)*P(2) = 4*2!

c) que as letras LU permanec juntas e nessa ordem.
P(4) =4

d) que comecamom vogal e termina com consoante.

3 3 2 1 2 = 36
9) Determine mmumero de anagramda palavra MATHEMATIC..
a) Sem restri¢oes.
111/ (21%21*21)
b) que terminantom as letraT,C,S juntas e nesta ordem.

81/( 21%21)

c) queterminam com as letr T,C,S juntas e em qualquer ord
81*31/( 2!*2!)

10)De quantos maneir 8 criancas podem brincar de r@da se na préxima roda
da lrincadeira Jodo e Maria tiver que ficar juntos, dguantas maneiras is
ocorreracom as mesmas 8 criang
8/8=7 Ou 81! =7
21(7 = 1)! = 21*6!

11)Dé quantas maneiras podemos formar 10 times10 jogadores em ui
conjunto de 10 jogadores
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100!
10!.(101)10
12)Com os algarismos 3, 4, 5, 6 e 7 podem ser forn
a) quantos numeros de 5 algarismos distin

5*4*3*2*1
b) guantos nimeros impares de 5 algarismos dist
4*3*2*1*3
c) Quantos nameros pares de 5 rismos distintos?
4*3*2*1*2
d) Quantos numeros de algarismos distintos maiored Quoé(
667 _ _ _ .
*4*3%2%1 =72
43 3 72+24= 9f
T*Z*i*z_*lzzz

13)Desenvolver os seguintes bindm

| Triangulo de Pasc

1
1
121

1331

146 4.
1510105
161520156

>

OO W N FLIO

(x + 2)°
a=x,b=2n=-
(gh + () 20+(3)a¢ + (3) &x+(; )16
1.+ 42x346.4% + 4.8x+1.16=
=x* + 8X5%+24x¢ + 32x+16

o

b. (x-v2)°
Lembrem que (x- V2) = x + (+2)
a=x,b=-2,n=6
6\ s 6 6 4 6 3 (6 6 6
(O)X + ( 1) -\/2.x5+(2)2x + (3) 2\2x +( 4) .4x2+(5) N2 + ( 6).8
X8+ 6. 42.5°+15.2% + 20.-22x°+15.4%X+6.-42x +1.8
x® - 6Y2.C+30% -40V2XC+60%-24V2x +8

C. (x2+§)4
a=x,b :g, n=4
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+ Yy

((5))x5 + (i) yxt+ (g) V2 + (g) o+ (i) Y X+ (g) -y
x>- 5y + 10y% X =10y’ @ +5.y* x —y°

GRAFOS

1. As figuras a seguir representam grafos. Escoada um deles como um par de
conjuntogV, E).

(a) ‘(b) (c)

< 18.‘4
o
a0 Ow

(@) V ={1,2,3,4,5,6}

E ={{1,2},{1,4}{2,5},{2,3},{3,6}.{5,6.{4,5}}
(b) V={1,2,3,4,5,6}

E = {{1,2},{1,6},{1,4},{2,3},{2,5},{3,4},{4,5},{4,6,{5,6}}
(c) V={1,2,3,4,5,6}

E = {{1,4},{1,2},{2,5},{4,5}}

2. Se trés paises em um mapa se delimitam tm 0s outros, entdo o mapa
certanente exige ao menos trés cores. (Por exempladeoasos o Brasil, €
Venezuela e a Colémbia, ou a Franca, a Alemantizétgica.

Elabore um mapa em que néo haja trés paises gi@lirséem uns om 0s
outrose que, no entanto, exija no minimo trés ¢

w
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3. Quantas arestas ha &, um grafo completo em vértices?

— (1’1) — nl _ n{n—1)(n—2)! — n{n—1)
2 CE n—2)1 2 2

4. Sejam G e H grafos. Dizemos gqG éisomorfo a H se somente se existe ur
bijecaof : V(G) —> V(H) tal que, para toda, b [0 V(G)tenhamosa ~ b(em G) se e
somentese f (@) ~ f (bJem H). A funcad é chamada unsomorfismade G para +
Podemos imaginaf como uma r-designacao dos veértices de G com 0S nhome:
vértices emH, mas de tal maneira que ajacéncia seja preservada. De modo m«
formal, os grafos isomorfos tém a mesma figuragexquanto aos nomes dos vértic
Faca o seguinte:
a) Prove que grafos isomorfos tém o mesmo numero rdiees

Como f ésobrejetora einjetora, significa dizer que V(G) e V(H) tém o

mesmo numero de elementos. Portanto, eles tém o mmesnumero de

vértices.

b) Prove que sé: V(G) —> V(H) éum isomorfismo de grafos G e H ev [
V(G),entdo o grau dvem G é igual ao grau dé€v) emH.
Como f &€ um isomorfismo, tmos que u ~v em G see f(u) v) em H, logo
existe uma correspondéncia u-a-um (injetora) entre os vizinhos de G ¢
H. Portanto u e f(u) possuem o mesmo gre

c) Dé um exemplo de dois grafos com 0 mesmo numeke@diees e 0 mesn
namero de @estas, que nao sejam isomor

a d ( f
b; :‘;c g: Eh

5. Seja G o grafo da figura. Trace ilustracdessdggiintes subgraft
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b) G-3.

/N

c) G-6

d) G-{1,2}
4

AN

3 5 6

e) G-{4,5)

a0

O\o
20

6. SejamG e H os dois grafos da figi a seguirCalculea. (G),» (G),a (H) em (H).

G H

VIO

a - numero de independéncic
® > numero de clique
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a(G):3 0 (G): 2
a(H):3 o (H):4

7. Ache um grafo Goma (G) =» (G) =5

O O
o O

8. Seja G o grafo da figura a sec

a

b

a) Quantos caminhos diferentes ha ab
5*3=15

b) Quantos passeios diferentes hia ab
Infinitos

9. A concatenacgdo é uma operagdo comute

N&o, pos w+w’ pode ser definido e w'+w ndo. Por exempl w =
4~5~6 e w' = 6~7~8, fazendo a concatena w+w’ = 4~5~6~7~8, porén
w’'+w ndo é possivel afinal & 4. E ainda se eles forem podeméo ser
iguais.

10. Prove qu&, éconexao
K, = Grafo simples e completo com n veértic
Afinal se K, € um grafo completo temos quu, vem V,u ~ v, ou
seja,todos os vértices sao adjacent entre si. Ja que todos o0s vértices s
adjacentes, logo existaum caminho "entre cada par" de vértices.
Portanto, K, éconexo.

11. Seja G um grafo. Um caminfP em G que contenha todos os vértices de
chamadacaminho hamiltoniancProve que o grafo a seguir ndo tem qualquer can
hamiltoniano.



ddd UNIVERSIDADE FEDERAL RURAL DE PERNAMBUCO - UFRPE

‘*‘" Matematica Discrete — Bacrlarelado em Sistemas de Informac;éui '
' RESOLUCAO - 52 Lista de Exercicios

O caminho Hamiltoniano permite passar por todos os vértices dam grafo G
uma unica vez. Suponha que grafo tenha um caminho afhiltoniano P. Se
colorirmos os \értices de I nas cores preto e brancodevemos encontrar ume
sequéncia devértices em que as cores seternam. Temos 30 nés brancos e 32 n
pretos tendo assim uma contradicé, pois sera impossivel encontrar tal sequénci
(para que a sequéncia exista s6 pode existir um rmpyeto a mais que branco).
Logo o grafo ndo possui um caminho lamiltoniano.

12. Considere a relac@ligado-anos vertices de um grafo. Mostre cé-ligado-anéo
precisa ser naceflexiva nem an-simétrica.
Considere o grafo:

» Nao-reflexiva: Nao, pois um vértice ‘a’ esta ligado a@értice ‘a’.
» Anti- simétrica: Nao, pds a ‘é ligado a’ a d, d ‘é ligado a’ a, mas#d

13. Dado G(V, E) um grafo. Verifique todas as pregades da relacdo-ligado-a” em V.

» Reflexiva: Sim, poistodo x em V, X R X, ja que x esta ligado &, pois existe
um caminho de tamanho zero de x pai x.

> Anti-reflexiva: _N&o, pois é reflexive

» Simétrica: Sim, sejam X,y vértices de V. Se xRy, por definicdo tem que x
esta ligado a y. Assim, existe um caminho de x @ay em G. Logo é possiv
determinar o caminho inverso de y para X. Assim gsta igado a x. Portanto
YRX.

» Anti- simétrica: Nao. Considere o exemplo apresentado no exeroienterior.

» Transitiva: Sim. Vamos considerarque X seja ligado a y e y seja ligado a
Queremos provar gue x esta ligado a z. Se x € ligad y, entdo temos ur
caminho (x,y) iremos chami-lo de C, da mesma maneira y e z també
formam um caminho (y,z) iremos cham-lo de P. Podemos observar que
Gltimo vértice do caminho C € 0 y e o primeiro véite de P também € vy, log
podemos formar a concatenacédo C+, que € um paseio, COmo a existéncia ¢
um passeio implica na existéncia de um camin temos que C+P é un
caminho. Portanto se xRy e yRz entao xF

14. Considere os pares de grafos dados em cada unfgyai@s a seguir. Prove (
refute que sdo grafos isomori

Quando eles nao sao isomorfc

» Um grafo ter mais vértices do que outr

* Um grafo ter mais arestas do que outt

* Um grafo ter arestas paralelas e o outro né



UNIVERSIDADE FEDERAL RURAL DE PERNAMBUCO - UFRPE

Sl

Matematica Discrete —Bacharelado em Sistemas de Informa(;éui T e
RESOLUCAO - 52 Lista de Exercicios

s
. SEIRE Sory

* Um grafo ter laco e o outro na

* Um grafo ter um vértice de grauk e o outro ndo
* Um grafo ser conexo e outro ndo

e Um grafo ter um ciclo e o outro nédo

Se houver alguma dessas caracteristicas é possigéiar que nacdo isomorfos. N
entanto, se ndo houver nenhuma dessas caracteyigio podemos afirmar que
isomorfos. Para construir a prova domorfismo devemos apresentar uma fur
bijetora.

< % Ry

Figura 1.11: Figura 1.12:
Figura 1.9: Figura 1.10:

Figura 1.11 : Considere G o grafo da esquerda e H o da direiti Se estes
grafos foremisomorfos, deve existir uma funcéo bijetoraf : V(G)—> V(H)
tal que, para toda, b1 V(G)tenhamos ~ b(em G) se e somense f (a) ~ f

(b) (em H).
X
a b .
H 2 %
W
k
c d =
Filgura L11:

Suponha por contradicdo que estes grafos sédo isonfms. Vamos tentar
construir tal funcdo: Escolha por exemplo o vértie a em G. Todos ©
vérticesem H tém a mesma forma, portanto, podemos escolhgqualquer
um deles para estaassociado ao vértice a. @hsidere f(a)=x Assim as

adjacénadas de a em (sdo; a~b; a~e; a~c e as adpacias de f(a)=>em H
sao: x~y; x~w; x-u. Observe que em G doisértices adjacentes ao értice a
sdo adjacente entre si: ~c. No entanto em Hnenhum dos vértices
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adjacentes a f(a) ao adjacentes entre si. O que contrad a exiséncia de
uma funcéo f bijetora. Portanto, G e H ndo séo isomorfos.

Figura 1.12 : Considere G o grafcda esquerda e H o da direita. Este
grafos ndosao isomorfo. Note que em H ha arios ciclos de tamanho 4
como por exemplo o cicl 1~9~8~5~1 . Em G n&o&nenhum ciclo de
tamanho 4. Estaé uma caractistica que mostra nao ser pogsencontrar
funcao bijetora.

1
2
\ 1 |6I-
4 3
Figura 1.12:

Figura 1.9 : Considere G o grao da esquerda e H o da direita. Estes gros
sao isomorfos, pis existe f:V(G)—> V(H)tal que, para toda, b V(G)
tenhamos ~ b(em G) se e somense f (a) ~ f (bJem H).

f:V(G)—>V(H
Q-mmmeneee X
b--------- u
Co-mmmmemee Vv
@---------- k
L — y
d---------- z

et

Y
>
7
b cu z

Flgura 1.9:

Figura 1.10 : Considere G o grafo deesquerda e H o da direita. Este
grafos sdo isomorfos, pois é possivel encontrar arfuncéao bijetora
f:V(G)—> V(H)tal que, para toda, b V(G)tenhamos ~ b(em G) se e
somentese f (&) ~ f (b(em H).

10
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Figura 1.10:

Considere G o grao da esquerda e H o da direita. Estes gra$ sac
isomorfos, is existe f: V(G)—>V(H) tal que, para toda, b1 V(G)
tenhamos ~ b(em G) se e somense f (a) ~ f (bYem H).

f:V(G)—>V(H
S q
b--------- S
C--nmnmnm- r
G-ooeoeee p
e 0
[ m
g----=-=-- u
h---eee- t
e n

14) Qual o grafo complementar do grafo desxo formado por duas componen
conexasisomorfas K3 e Ks?

11
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16) Desenhe uma representagéo do grafo cuja matadjdcéncia

01011
10110
01010
11101
10010
Apresente também sua representagéo usarta encadeada

1| ™ 2 4 » 5 T NULL

21 ™ 1 3 » 4 T NULL

3 ™ 2 4| T NULL
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41 ™ 1 2 > 3 S| > NULL

5/ ™1 4] T NULL

13



