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Inducdo e Recursao

1) Prove utilizando o principio da inducdo matematigeg sao verdadeiras
seguintes igualdade
n(3n-1)

a) 1+4+7+...+(3r-2) = >
i. Base da Inducao (n=1
Paran = 1temos que: 3.1 -2

1(3.1-1)
2

1=1

Logo,a base da inducao é verdadeir

ii. Hipétese da inducéo (n =k
Supondo que a igualdade n=k seja verdadeira, temc

1+4+7+...+(3k-2) :k(3]2(—1)

iii. Passo indutivo (n = k+1
Queremos provar que
14447+ +(3(k+1)- 2) =0

Prova:
1+4+7+..+(3(k+1)}- 2)= k+1(3(';+1)-1) -
k+1(3k+2
L+A4T+. +(3F2)+(3(k+1)-2)= e
Y 3k%+5k+2
k(3k-1) _ 2
y+(@k+l) = o

(3k% —k + 6k+2) _

oD = (4

_k+13(k+D)-1)
2

Logo o passo indutivo é verdadeiro. Portanto a igudade também é
verdadeira.

b) 9+9x10+9x100+...+9x1"'= 10" 1
i. Base da Inducéo (n=1
Para n = 1 temos que: 9.1*'=10"1
9=9
Portanto, o caso basico é verdadeir

ii. Hipotese da inducao (n=k
Supondo que a igualdade n=k seja verdadeira, temc
9+9x10+9x100+...+9x11= 10~ 1
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iii. Passo indutivo (n = k+1
Provemos que a igualdade é verdadeira para n=k + tu seja
9+9x10+9x100+...+9x1 1= 11— 1
Prova:
9+9x10+9x100+...+9x1* =
9+9x10+9x100+...+9x1“" + 9 x10 =
|
(10~ 1)+ 9x16=
10.16 — 1=16"" -1
Logo o passo indutivo verdadeiro. Portanto a igualdade ¢
verdadeira.

C) 2+6+10+...+(4-2) = 2rf

i. Base da Inducao (n=1
Para n =1, teremos
(4.1-2)=2.%
2=2
Logo, o caso basico é verdadeil

ii. Hipétese da inducéo (n =k
Supondo que a igualdade n = k seja verdadeira, ters
2+6+10+...+(4F2) = 2K

iii. Passo indutivo (n = k+1
Provemos que n = k+1 é verdadeira, assim terem
2+6+10+...+(4(k+1-2) = 2(k+1Y

Prova:
2+6+10+...+(4k+2) =
2+6+10+...+(4(F1)+2) +(4k+2) =
\2+6+10+...+(4I—2) ’+(4k+2) =
Y

2Kk? + (4k+2) = 2(K+2k+1) = 2(k+1¥

Logo o passo indutivo é verdadeiroPortanto a igualdade €
verdadeira para todo inteiro positivo

d) 4+10+16+...+(6-2) =n(3n+l), =1

I. Base da Inducéc(n=1)
Para n =1, teremos
6.1-2=1(3.1+1)
4=4
Logo, o caso basico é verdadeil
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ii. Hipotese da inducdo (n =k
Supondo que a igualdade n = k seja verdadeira, ters
4+10+16+...+(61-2) = k(3k+1)

iii. Passo indutivo (n = k+1
Provemos que n = k+1 verdadeira, assim teremos
4+10+16+...+(6(k+1-2) = k+1(3(k+1)+1)

Prova:
4+10+16+...+(6k+4) - k+1(3(k+1)+1) =
4+10+16+...+(6(-1)+4) +(6k+4) = k+éL(3k+4) =
(A+10+16+...+(6-2) +(6k+4) = \(?.*I; +4k+3k+4
Y

k(3k+1) +(6k+4) = k+1(3k+4)
3k*+k+6k+4 = (*)
k+1(3(k+1)+1) =

Logo o passo indutivo é verdadeirt
Portanto a igualdade é verdadeira para todo inteirgositivo.
e) 1743+ +(2r-1)P= 1D
I. Base da Inducéo (n=1

Para n = 1 temos que
@ 1_1)2 _1(21-1)(2.1+1)

1=1
Logo, a base da inducéo é verdadeir

ii. Hipétese da inducéo (n =k

Supondo que a igualdade n = k seja verdadeirtemos:
2,2 _ k(2k-1)(2k+1)

1 +§ +....+(2k-1)2_T

iii. Passo indutivo (n = k+1

Provemos que n = k+1 é verdadeira, assim terem

(k+1)(2(k+1)—-1)(2(k+1)+1)

1% +32+.. +(2(k+1)-1¥= .

Prova:

(k+1)(2k+1)(2k+3) _

F+3+.. +(2k+1¥= .
12+3%+...+(2(k-1)+1f+(2k+1)= (et 1)(2k+1) (2k+3) _

12+3% +...+(2k-1F+(2k+1) = 3
\ ) ((2k+1)(2K2+3k+2k+3))/3 =
((2k+1)(2k*+5k+3))/3

(*)

k(2k—1)(2L+ 1)

: + (2k+1¥=
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k(Zk-1)(2k+1D) 3(2k+1}/3=

((2k+1)(3(2k+1)+(k(2k-1)))/3 =
((2k+1)(6k+3+2K-Kk))/3 =
((2k+1)(2k*+5k+3))/3 = (*)

(k+1)2k+1)-1)(2(k+1)+1)
3

Logo o passo indutivo é verdadeiro. Portanto a igudade também €
verdadeira.

-2 -1 para a 0, a# 1, né um inteiro positivc

f) l+at+d+..+é
a—1

i. Base da Inducdo (n=1
Para n = 1 temos que

an_]_ — a"—l
%—1
1-1 _a -1
a =
a-1
o_a -1
a =
a-1
1=1

Logo, a base da inducao é verdadeir

ii. Hipétese da inducéo (n = k
Supondo que a igualdade n = k seja verdadeil temos:
ak-1

a-1

1+a+e+.. +dt =

lii. Passo indutivo (n = k+1
Provemos que n = k+1 € verdadeira, assim terem

k+1)-1 _ ak+1_1

1+a+e+...+d

1+a+e+.. . +d =
1+a+e+.. +d<Y +d =

a-1

\

J
a—-1

ak —1+(a—1)ak_
a—1

ak _1+ak+1 _ak _ ak+1_1

a—1 - a—1
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9)

h)

Logo o passo indutivo é verdadeiro. Portanto a igudade também é
verdadeira.

n*>n+1 para >2

I. Base da Induéo (n=2)
Para P(2)temos que
2*>2+1
4>3
Logo, a base da inducao é verdadeir

ii. Hipétese da inducéo (n =k
Supondo que a igualdad®(k) seja verdadeira, temos
k?>k+1

lii. Passo indutivo (n = k+1
Provemos que P(k+1) é verdadeir
(k+1)*>(k+1)+1

Prova: Pela hipétese k?>k+1. Adicionando (2k+1)
k?+2k+1 >k+1+(2k+1) =3k+2 > k+2

Logo o passo indutivcé verdadeiro. Portanto P(n)também é
verdadeira.

10'+3.4"%+5 é divisivel por 9, n é um inteiro posit

i. Base da Inducéo (n=1

Para P(Q) temos que:
9|10'+3.4"%+5
9|1043.64+5
9|207
207=9.k, ke zZ
k =23

Logo, a base didnducéo é verdadeira.

ii. Hipétese da inducao (n = k
Supondo que a igualdad®(k) seja verdadeira, temos
9|10+3.4%%+5
10°43.4%%+5 = 9.x
10¢= 9.x-3.4*%-5

iii. Passo indutivo (n = k+1
Provemos que P(k+1) € verdadeil, ou seja, gie a sentenca
abaixo esteja verdadeir:
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9|1d<+1+3'4(k+1)+2+5
10¢43.4%%45 = 9.%, € Z
Prova:
10%4+3.43+5 = 10. 16+3.43+5 = (H.))
10.(9.x -3.4%2.5) +3.4.4"2+5 = 90x — 30. #2-50+12. £*2+5
= 90x— 18. 47245 = 9(10x — 2. 12-5) , ondel0x— 2. 425 é
um inteiro, pois x € Z e k € um numero inteiro positivc.
Logo oP(k+1) é verdadeiro. Portanto P(n)também é verdadeira

) n+n é par, Onx1
n?+n=2x,X€Z

i. Base da Inducao (n=1
Para P(1) temos que
2|12+ 1
2|2
Logo, a base da inducéo é verdadeir

ii. Hipétese da inducéo (n =k
Supondo que a igualdade P(k) seja verdadeira, temu
k?+k=2x,XEZ

iii. Passo indutivo (n = k+1
Provemos que P(k+1) é verdadeil, ou seja:
(k+1)%+ k +1= 2%, %€ Z

Prova:
(k+1)?+k+1 =+ 2k +1+k+1 =K+ k+2k + 2
=2X+2k+2=2(x+k+1)=23,x€Z

Logo o P(k+1) é verdadeiro. Portanto P(n) também gerdadeira.
) 1+8+..+°=(n(n+1)/2},vn=>1

i. Base da Inducéo (n1)

Para n = 1temos que

1= (11 + 1)/2%
1’=1°

Logo, a base da inducéo € verdadeir

ii. Hipotese da inducéo (n =k
Supondo que a igualdadPP(k) seja verdadeira, temos
1+8+ ...+ FP=(kk+ 1)/2F
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iii. Passo indutivo (n = k+1

Queremos provar qu¢ P(k+1) é verdadeiro, ou seja:
1+ 8+ ...+ (k+1° = (k+1((k+1)+ 1)/2¥

Prova:
1+8+ ...+ P+ (k+1)

Hipotese da induca

(k(k + 1)/2)° + (k+1)*=

(k*(k+1)%)/4 + (k+1) (k+1f=
[(k*(k+1)%) + 4(k+1)(k+1Y)/4 =
[(k+1)%(k*+ 4(k+1)]/4 =

[(k+1)%(k*+ 4k+4)])/4 =
[(k+1)%(k+2)%)/4 = (k+1((k+1)+ 1)/2F

Logo P(k+1) é verdadeiro. Portanto, P(n) € verdade para v n >1.
K) (1-%).(1-1/3).(3- Y%)...(1 — 1/(n+1)) = 1/(n+1¥ n>1

I. Base da Inducéo (n=1
Para n = 1 temos que
(1 -1/(1+1)) = 1/(1+1)
Yo=Yy
Logo, a base da inducéo é verdadeir

ii. Hipétese da inducéo (n =k
Supondo que a igualdade n = k seja verdadeira, ters
(1-%2).(1- 1/3).(1- Y4)...(1 — 1/(k+1)) = 1/(k+1)

lii. Passo indutivo (n = k+1
Devemos provar que dgualdade abaixo é verdadeire
(1-%2).(1- 1/3).(1- ¥a)...(1 4/((k+1)+1)) = 1/((k+1)+1
(1-%2).(1- 1/3).(1- Y4)...(1 — 1/(k+2)) = 1/(k+2)
Prova:
(1-%2).(1- 1/3).(1- Y4)...(1 — 1/(k+2)) =
l(1- Y5).(1— 1/3).(1- Ya)...(1 - 1/(k+1})).(1 H(k+2)) =
|
[1/(k+1)].(1 - 1/(k+2)) =
L(k+2)—1 —
k+1 k+2

1 (k+1) _
ot ez - Uk+2)




- I
o, SEINE §gr

UNIVERSIDADE FEDERAL RURAL DE PERNAMBUCO - UFRPE

Matematica Discrete —Bacharelado em Sistemas de Informac:i i

Resolucac- 42 Lista de Exercicios

Logo o passo indutivo é verdadeiro. Portanto a igudade também €
verdadeira.

1 1 1 1 , . . .
—t—t+—+ ..t =" n é um inteiro positivo
12 23 3.4 n(n+1l) n+l

I. Base da Inducac(n=1)
Para P(1) temos que

1 _ 1
1(1+1) 1+1
Y=Y

Logo, P(1) é verdadeire

ii. Hipétese da inducéo (n =k
Supondo que P(k) seja verdadeira, tema

1,1
N e x
12 23 34 k(k+1)  k+1

lii. Passo indutivo (n = k+1
Queremos provar que P(k+1) é verdadeiro, ou sej

1.1 .1 1 _ k+1
12 23 34 7 (k+D)((k+1D)+1)  (k+1)+1
1 L 1 1 _k+1
12 23 34 7 k(k+1) (k+1)(k+2) k+2

Prova:

|12 23 34 k(k+1) ) (et 1)(k+2)

Hipotese da inducé

k 1
— +

K1 ke D(k+2)

[(k+2)k]+1 _
(k+1)(k+2)

1+2k+k%  _
(k+1)(k+2)

(k+1)*  _ k+1
(k+1)(k+2)  k+2

Logo P(k+1) é verdadeiro. Portanto P(r também é verdadeira

m) 1.1!1+2.21+3.3!+....n.n! = (n+1)! 4 , onde n! é o produto dos inteil

positivos de 1 a n. E n € um namero inteiro pas.
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I. Base da Inducéo (n=1
Para n = 1 temos que
1.1!'=(1+1)-1
1=1
Logo, a base da inducao é verdadeir

ii. Hipétese da inducao (n = k

Supondo que a igualdade n = k seja verdadeira, ters
1.1142.21+3.31+...+k k! = (k+1)!- 1

iii. Passo indutivo (n = k+1

Provemos que P(k+1) é verdadeiro, ou se

1.1142.2143 314+, +(k+1).(k+1)! = ((k+1)+1)— 1

Prova:

1.11+2.21+3.31+...+(k+1).(k+1)= (k+1)+1)! -1 =
\1.114+2.2+3.3M+.. . +k. Kl +(k+1).(k+1)! = k+2)0-1=

(k+2).(k+1)!-1

(k+l)! — 1 +(k+1).(k+1)! =

(k+1)[k+1 +1] -1 =
(k+1)!(k +2) -1 = (k+2).(k+1)! - 1

Logo o passo indutivo é verdadeiro. Portanto igualdade também ¢
verdadeira.

2) Suponha que Joana ca-se e teve trés filhos. Vamos chamar estes filhc
geracdo 1. Suponha agora que cada um destes tihloa trés filhos; entéo,
geracdo 2 contém nove descendentes. ISso conteugerhcdo em Qgecao.
Escreva a relacédo de recorréncia par-ésima geracgao.

GERACAO DESCENDENTES RELACAO DE RECORRENCIA
’
1 3
2 3G(1)=3.3=9 G(1)=3
3 3G(2)=39=27 =™ G(n)=3.G6(r-1),Vvn>2
n 3G(n-1)
S —

3) A funcao n!, pode ser definida recursivameQual é a relacdo de recorrén
para esta funcao?
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FO)=0'=1

Fl)=1=1
F2)=21=12=2
F(3)=3.F(2)=3 .2=¢

RELACAO DE RECORRENCIA

F(O)=0'=1
F(n) =n.F(n-1) ,vn>1

4) Certo banco estad cobran2% de juros ao més. Jodo tor emprestado R$
2000,00 e deve pagar prestacbes mensais fixas @O0R®. A primeire
prestacdo sera paga ao final do primeiro més deéstihpo. Encontre a relac.
de recorréncia para a divida de Tadeu ao fina-ésimo més.

F(0) = 2000
F(1) = 2000*1,02- 200
F(2) = F(1)*1,02 -20C

RELACAO DE RECORRENCIA

F(0) = 2000
F(n) = 1,02*[F(n-1)]- 200 ,¥ n>1

5) Encontre os cinco primeiros valores das sequéabaixo

a) S(1)=10
S(n) = S(n1) +10, para n>
S(1) = 1(
S(2)=10+10=2
S(3)=20+10 =23
S(4)=30+10=14
S(5)=40+10=°¢

b) S(1)=1
S(n) = S(n1) + 1/n, para n>
S(1) =:
S(2)=1+%=3
S(3)=3/2+1/3=11
S(4) =11/6 + ¥a = 25/

S(5) = 25/12 + 1/5 = 137/

c) B(1)=1
B(n) = B(n4) + r?, para > 2
B(1) =1
B(2)=1+£#=5
B(3)=5+3=45
B(4) = 45 + 4= 61
B(5) =61+ 5 =86

d) B(1)=1;B(2)=2;B@3) =

B(n) =B(n-1) + 2B(n - 2) + 3B(n - 3), paran >3

B(1) =1
B(2) =2
B(3) =3

10
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B(4) =B(3) + 2B(2) + 3B(1) = 3 +2.2+3.1 = 10
B(5) =B(4) + 2B(3) + 3B(2) = 10 + 2.3+3.2 = 22

6) Sejalg=1e, paran >0, sejin,=3.h.1—1. Com esses dados respond
seguintes pergunt:
a) Quais os trés primeiros term
bo =1
b;=3.1-1=2
bz =3.2-1=5

b) Prove: b= (3"+1)/2

i. Base da Inducéo (n0)
Para n = 1 temos que
bo= (3+1)/2
bo= 2/2=1.
Logo, a base da inducéo é verdadeira, pois pela del,=1.

ii. Hipétese da inducéo (n = k
Supondo que a igualdade n = k seja verdadeira, ters
b= (3+1)/2

lii. Passo indutivo (n = k+1
Provemos que P(k+1) é verdadeiro, ou se
bie1 = (31+1)/2

Prova:
Partindo da relacao de recorréncia ,= 3.b,.;—1 para n= k+1
temos que:
br1= 3.0c1.1— 1
b= 3.b—1

Da hip6tese temos que = (3+1)/2, logo:
b1 = 3[(3+1)/2] -1=
3. 3+3-2)/2
(3“+1)/2
Logo o passo indutivo é verdadeiro. Portanto a sequénciambém é
verdadeira.

7) Seja @=3 e, para n>0,,= a,.1 +n. Usando essa sequéncia responda as sec
perguntas:
a) Quais sdo os trés proximos termos da sequé
a—qptl1=4
L= +t2=4+2=6
a=a,+t3=6+3=9

11
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n>+n+6

b) Prove quea, = 5

i. Base da Inducéo (n0)
Para n = 1 temos que

a0 =(0"+0+6)2=3
Logo, o caso basico é verdadei
ii. Hipotese da inducéo (n =k

Supondo que a igualdade n = k seja verdadeirtemos:
ac = (K*+ k + 6)/2

iii. Passo indutivo (n = k+1

Provemos que P(k+1) é verdadeiro, ou se
a1 = [(k+1)%+k+1 +6]/2
a1 = [K2+2k+1+k+7]/2
a1 = [k?+3k+8]/2

Prova:

Partindo da relacao de recorréncia = a,.; +n para n= k+1 temos
que:
a1 = atk+1

Da hipétese temos quey = (k*+ k + 6)/2, logo:
A1 = AHk+1
=(k*+ k + 6)/2 + k+1 =
=(k*+ k + 6 +2k +2) =
=(k?+ 3k +8)= [(k+1f+k+1 +6]/2

Logo o passo indutivo é verdadeiro. Portanto a se@acia também ¢
verdadeira.

12



