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RESOLUCAO

1) Para cada uma das relagdes a seguifR, desenhe uma figura para mostr:
regido do plano que a descre
a) XRy<—> <2

y

b) S={(X,y)ERXR|[2x + 3y - &0}

y

2) Sao dados A={5,6,7,8} e B={a, b, c}. Seja R a seatpirelacéo de A para |
R ={(5,b), (5,¢) (7,b) (8,a) (8,c
a) Determine a matriz da relac.
a b c

_—
—

5 0 1 1
6 0 0 0
7 0 1 0

8 1 0 1

—
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c) Ache arelacdo inverse’ de R
R™*={(b,5) (c.5) (b,7) (a,8) (c.8

d) Determine o dominio e a Imagem d
DOM(R) = {5,7,8]
IMA(R) = {a,b,c}

3) Seja A{1,2,3,6,8,9} e seja a relacdo em A definida podivide y”, escrita x | y
a) Escreva R como um conjunte pares ordenados
R={(1,1) (1,2) (1,3) (1,6) (1,8) (1,9) (2,2) (2/&.8) (3.3) (3,6) (3.9
(6,6) (9.9)}

b) Desenhe seu grafo orient:

c) Ache a relacdo inverse'de R. R* pode ser descrita em palavr:
Como?
R'={(1,1) (2,1) (3,1) (6,1) (8,1) (9,12,2) (6,2) (8,2) (6,3) (9,3) (6,

(9,9)}
R :y divide x.

4) Sejam A44,5,6}, B={a,b,c} e C={x,y,z} R={(4,a) (4,c) (5,n(6,b)} e S={(a,x)
(ay) (a,z) (c.x)}.
a) Ache, se for possivel, a relacdo composta
RoS = {4,X) (4.y) (4,2) (5.x) (5.y) (5.2)}-
b) Ache se fo possivel, a relacdo composta SoR.

SoR ={}.
c) Ache as matrizes MR, MS, MR(
a b C
4 1 0 1
5 1 0 0
MR =
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T
SEMINE Syopy.

X y z

a 1 1 1

b 0 0 0
MS=

c 1 0 0

X y z

4 2 1 1

5 1 1 1
MRoS=

6 0 0 0

—_—

d) Desenhe o diagrama detas das relacdes R e S. Observe os caminl
4eS5parax,ye:

5) Considere as seguintes relacdes em um conjunto,A5£}. Determine se ¢
relacdes sdo reflexivas, ereflexivas, simétricas, traitivas ou an-simétircas.E
quais desses conjuntos possuem uma relacéo deaEmaia

a) R={(3,3) (3,4) (3,5) (5.}
Reflexiva: N&o, pois € A porém (4,4)¢ R.
Anti- reflexiva: Nao, pois 3R3 e 5R!
Simétrica: Nao, pois (3,4€ R, porém (4,3)¢ R.Nesse cas também
temos (3,5)€ R, mas (5,3¢ R.
Anti- simétrica: Sim, poistemos que se (XRyyRx) entdo x =y, (5,5
e (3,3).
Transitiva: Sim, pois se (x,y)€ R e (y,z)€ R entdo (x,2)ER
(3,3) e (3,4-> (3,4)
(3,3) e (3,5->(3,5)
(3,5) e (5,5->(3,5)
N&o é equivalente, afinal essa relacdo nao é refike

b) B={(3.3) (3,4) (4,3) (4,4) (5)}
Reflexiva: Sim, pois (3,3(4,4) e (5,5€ B.
Anti- reflexiva: Nao, pois B é reflexive
Simétrica: Sim, pois se 3R4 entéo 4k
Anti- simétrica: Nao, pois 3R4 e 4R3, porém# 3.
Transitiva: Sim, pois se (x,y)€B e (y,z)€ B entéo (x,z €B
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E equivalente, afinal essa relacéo é reflexiva, sétrica e
transitiva.

c) T={(383 (3.4) (44) (4,5)}
Reflexiva:Nac, pois % A, porém (5,5)¢ T.
Anti- reflexiva: Nao, pois 3R: e 4R4.
Simétrica: Nao, pois (3,4€ T, porém (4,3)¢ T.Nesse caso tarrém
temos (45) € R, mas (5,4 T.
Anti- simétrica: Sim, poistemos que se (XRyyRXx) entdo x =y, 4,4)
e (3,3).
Transitiva: Nao, pois (3,4€T e (4,5€T, mas (3,5)¢&T.
N&o € equivalente, pois essa relacdo ndo é transiti reflexiva
e simétrica

d V=0
Reflexiva: N&o, poisvx € A, (x,x) € V. Logo V é irreflexiva.
Simétrica: Sim, por vacuidade.
Anti- Simétrica: Sim, por vacuidade.
Transitiva: Sim, por vacuidade.

e) C=AxA A={3,4,5}
AXA={373),34), (35) (43), (44), (45), (53), (58.5)
Reflexiva: Sim,Vx€A, (x,x) € C.
Anti- reflexiva: Nao, pois C é reflexive
Simétrica: Sim, poisvx, y € A, se xRy entdo yRx.
Anti- Simétrica: Nao, pois (3R4A 3R4) mas 3£ 4.
Transitiva: Sim, pois se (x,y)€ C e (y,z)€ C entdo (x,z)e C.
E equivalente, afinal essa relacéo é reflexiva, sétrica e
transitiva.

6) Determine se as relacdes abaixo séo reflexivagtsaas, an-simétricas ot
transitivas.Justifique suas respost(OBS: o conjunto S a partir da letra c
conjunto de pessoas no Bre

a) S=Z
X Ry <— »y é multiplo inteiro de 3.
Reflexiva: Sim, poisvx € Z, x —x = 0, e zero € mdltiplo de . Logo
XRX.
Simétrica: Sim, pois:

Se xRytem-se que x — y € mdltiplo inteiro d8. Logo »y=3k, keZ.
Multiplicando por (-1) tem-se que y-x=3(-k). Assimy — xtambém é um
multiplo de 3. Portantc XxRy.(Lembre-se que o conjunto é dos numes
inteiros)

Anti- simétrica: Nao, tome como exemplo = 6 e y=3, xRy e yRx
porém x#y.
Transitiva: Sim, pois se xRy e yRz tem-se que ¥—=3k;, Ki€Z e
y — z =3k, k,€Z. Adicionando as duas equagdes tem-se que
x-y+y-z= 3ki1.3k,. Reescrevendo, tem-se x-z=3(k>). Assim,
X —z também é um mudltiplo irteiro de 3.Portanto, xRz.



- 1
Y, SENE Seory

» . _ |
Matematica Discrete — Bacharelado em Sistemas de Informagi —

UNIVERSIDADE FEDERAL RURAL DE PERNAMBUCO - UFRPE

5

Resolucac - 32 Lista de Exercicios

b)

S=N

XxXRy<— x.yépe

Reflexiva: N&o, poisax €N, tal que (x,x)& R. Como exemplctome
X =1, X.X = 2 n&o € um numero par.

Simétrica: Sim, pois se X.y é par entao pelo principio d:

comutatividade y.x também é pai Logo se xRy entdo y R x.

Anti- simétrica: Nao, pois tome x =2 ey = 4, XRy e yRmas x# .
Transitiva: N&o, considerando o exemplox=3ey2ez=5. Ter-

se: XRy pois x.y = 6 e yRz pois y.z=10 mas (x¢ R pois x.z = 15 que nao «
um numero par.

c)

d)

e)

f)

X Ry<— xtem a mesma altura gt

Reflexiva: Sim, pois (X, X)€ R, afinal uma pessoa tem a mesn
altura pra ela mesma

Simétrica: Sim, pois se x tem a mesma altura queoycontrario
também é verdade. Logo se xRy entdo yF

Anti- simetrica: N&o, fois se x tem a mesma altura que y e y tén
mesma altura que x, nao significa dizer que sdo ageama pesso:
Transitiva: Sim, afinal se x tem a mesma altura qug e y tem a
mesma altura que , logo x tem a mesma altura que z. Portanto ¢
XRy e yRz entao xfz.

X Ry<— x é mais alto que

Reflexiva: N&o, pois (x,X¢ R uma pessoa nao pode ser mais a
gue ela mesmc

Simétrica: N&o, pois se x é mais alto que y consemqiemente y ¢
mais baixo que x

Anti- simétrica: Sim, por vacuidade, xRye yRx é falsa ja que néao
possivel ocorrer os dois simultaneament

Transitiva: Sim, pois se x € mais altque y e y € mais alto que z te-
se quex é maior que z. Portanto xRy e yRx entéo xR

X Ry<— xéirméo de

Reflexiva: N&c, pois x ndo pode ser irméo dele mesmo, logo (x¢
R.

Simétrica: Sim, afinal se x € irmacde y entdo y € irmao de .

Anti- simétrica: Nao, xRy e yRx, porém, X e y sdo pessadiferentes
Transitiva: Sim, ja que x é irmdo de y ey é irmaale z, entdo x ¢
irméo de z

X Ry<— x é casado con

Reflexiva: N&o,nesse caso (X, R, pois xndo pode seicasado com
ele mesmo.

Simétrica: Sim, ja que se x é casado com y entacéycasad com X.
Anti- simétrica: N&o, xRy e yRx, porém, x e y sdo pessadiferentes
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Transitiva: Sim, por vacuidade, poisndo é possivel ocorrer xRy
yRz simultaneament.. (no Brasil ndo é permitidouma pessoa se
casada com duas pessoas ao mesmo temr

7) Prove que:
a) Se R é uma relacdo de equivaléncia em um conjuetud® F* também

é.

Considere por hipétese que R é uma relacao de eqal&ncia. Logo

R é reflexiva, simétrca e transitiva. Para R seja uma relacéo de

equivaléncia é necessarioue também possua essas propriedad
i) Reflexiva: Como R é reflexiva, ter-se quevx € S, xRx. Pela
definicdo de relacdo inversa x “x. Portanto R™ é Reflexiva.
i) Simétrica: Considere que x R'y. Pela definicdo de relaca
inversa yRx. Como R é simétrica yRx entdo xRy. Pe
definicdo de inversa y F* x. Portanto R* é Simétrica.
iii) Transitiva: Considere x Ry e y R'z. Pela definicéo de
relacdo inversa yRx e zRy. Como [é trandtiva e zRy e yRx
tem-se que zRx. Pela definicdo de relacdo invel x R*z.
Portanto R™*é Transitiva.

Dei, ii e iii conclui-se que R'é relacéo de equivalénci

b) Se R é uma relagéo &simétrica em um conjunto S, entd™” é anti-
simétrica
Considere xF'y e y R'x. Pela definicdo de relacdo inversa yRx
XRy. Como R éanti-simétrica tem-se que x=y.Assim,
Se xRy e yF'x entdo x = y. Portanto R* é anti-simétrica.

8) Consideremos o conjunk de todas as retas de um plano e Reggarelacéc
definida por X R Yse e somente se, X for perpendicular a Y. Estgdelé um:
relacédo de equivalénci
R ={(x,y) € E, tal que x € perpendicular a y]

Reflexiva: Ndo, nenhuma retedo plano sera perpendicular a si mesma, (x,:
éR.

Anti-Reflexiva ou I-Reflexiva: Sim, poisvx € E, (X,xX) €R, ou seja x ndo
perpendicular a x.

Simétrica: Sim, poisvx,y€ E, se x € perpenitular a 'y entdo y é perpenicular
ax.

Anti- simétrica: Nao, pois x perpendicular a y e perpendcular a x, porém xty
(fig.1).

Transitiva: N&o, pois sejam x,y € € E conforme figura 2 Assim temos que :
perpendicular a'y e y perpendicular a z, porém néo é perpendicular az.

y% s ,

‘ X X

Figura 1. Figura 2.
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9) Prove que arelacao “é congruente com modulo mh& relacédo de equivalénc
no conjunto dos numeros inteit
R ={(x,y) €Z| x=y(mod n)}
i. Reflexiva: Sm, poisvx € Z, x=x(mod n), ja que n|(xx), ou seja, n|0,
pois 0 = n.0 e (€ Z. Logo xRx.
ii.  Simétrica: Sim, pois se =y (mod n) tem-se que n|(¥/), ou seja, (-
y)=n.k, k € Z. Multiplicando a igualdade por (-1) tem-se que y-x =
n(-k), e -k € Z. Logo n|y-x. Portanto y= x(mod n).
iii.  Transitiva: Sim, pois se =y (mod n) e ¥z (mod n) ten-se que n|(x-y)
e n|(yz). Logo »y=n.k; (1), ki€ Z e y-z = nk (2), k€ Z.
Adicionando (1) e (2) ter-se que x-y+y-z = n K+ n kp,x-z = n(ki+ ko).
Como k; e kpséo inteiros, oresultado da soma entre eles também
um inteiro, assim (ki+ ky) =k, k € Z. Logo xz = n.k, k€ Z. Portanto
x= z(mod n).
De i, ii e iii concluise que R é relacao de equivalénc

10) Seja R a seguinte relacao de equivaléncia no cimas(1,2,3,4,5,6}
R={(1,1) (1,5) (2,2) (2,3) (2,6) (3,2) (3,3) (3.6)4) (5.1) (5,5) (6,2) (6,3) (6,6,
Ache a particdo induzida por R, isto é ache asetade equivaléncia de

[1] = {1,5}
[2] = {2,3,6}
BH=1{2:3:6}-
[4] = {4}

[5] = {1,5}
161=123:6}1

PARTICAO: [1] U [2] U [4]
OBS;: Particdo é uma unido de classes de equivalénciagsatisfaz a seguint
propriedade:
» A unido é igual ao conjunto A e a intersecao entreles tem que
ser vazia.
OBS,: Quando houver classes iguais esco-se apenas uma para color na
particao.

11) Verifique graficament se as relacdes abaixo sao aplicacdesconjunto R do
nameros reais:
a)y=x b)y=-x*-1 c)y-2x=3

1“'" ML ¥

2 l b 4
BRI D R I S R TR
i ] X

Sim. Sim. Sim

d)x*=25-y;: y<0 e)y = —X+4x-4
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Observacéo: Considere apenas Sim.
Valores y < 0. Nao é funcao «

R em R, pois,ndo existe imager

Para valores fora do irtervalo]-5,5|.

12) As figuras a seguitustram diversas relacdes binarR emR. Quais delas sé

funcdes?
a b. 4
A2
;/’
pom— %

Sim. Observeque onde y é zerc N&o, pois existem elementc
h& um intervalo aberto e outro fechadc no dominio com duas

logo todo o dominio ligase apena: Imagens.

a uma imagem.

I

Sim. Sim.

13) Considere as funcdes f, g e h, de R em R, defimds
f(x) = x*+1 g(x) = 2x-3 h(x) = % x?

a) (g of ¥ g(f(x)) = g(x* +1) 2(x +1)-3
b) g(h(x))=g(x’ —x?) )=2(° 3) 3=2%- 2>8—
c) g o (f o h)= g(f(h(x))) —@J(f(>< X)) = g(0¢- X°)?+1)=2((X- x*)*+1)-3
oFs1 d) (fo g) o o= f (9(9(x)) = f(g(2x-3))=f(2(2x-3)-3)=f(4x-63)=f(4x-9)=(4x-
+

e) (f o h) o g=f(h(g(x)))= f(h(2x-3))= f((2X f (2x-3F) =((2x-3)™ (2x-3)* +1

f)fo (hog)=fh(g(x))= ((2x-3)- (2x-3)) “+1
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14) Para cada caso a seguir determine se a funcaetérajsobrejetora, ou amb
Prove suas afirmaco
a) f: Z—Z definida por f(x) =?+1

Injetora: Nao, pois tome » =2 e % = -2, f(x) = f(x2) =5, porém x#x;
Sobrejetora: Ndo. Tome y = -lum elemento do contri-dominio. Nao
existe nenhum inteirox, tal que f(x)=x*+1 = -1. Portanto-1 n&o é
imagem de nenhum elemento do inio. Logo imagem# contra-
dominio.

b) f: Q—Q dada por f(x) = 3x+
Injetora: Sim, pois Vxi1, %€ Q se f(%) = f(X2), ou seja, 3;+4=3x+4
temos que 1=Xz.
Sobrejetora: Sim. Seja be Q arbitrario . Procuramos um «€ Q tal
que f(a) =b. Temos que, a = (b-4)/3Assim teremos f(a) = 3[(-
4)/3]+4 = b. Portanto é sobrejetor.

c) f: N—N definida por f(x):x+7
Injetora: Sim, pois VX1, X.€ N ,
Se f(x) = f(x2), ou seja, x+7=x+7 . Subtraindo 7 de ambos os ladc
da equa@otemos que X=Xo.
Sobrejetora: Nao, pois (€ N, mas 0 ndo é imagem de nenhu
elemento do dominio. Logo imager# contra-dominio.

d) f: N—N definida por f(x) = *
Injetora: Sim, Vx1, X:€ N se f(x) = f(x), ou seja, 2'=2*? . Aplicando
a funcéo loc, de ambos os lados, temos que=x..
Sobrejetora: Nao, pois (€ N, mas 0 ndo é imagem de nenhu
elemento do dominio. Logo imager# contra-dominio.

e) f{1,2,3}—{p,q.,r}, onde f ={(1,9) (2.r) (3,p)}
Injetora: Sim, pois todo elemento da imagenesta associado a apen:
um elemento do dominic
Sobrejetora: Sim, pois todos os elementos contra-dominio estao
associados a algum elemento do domir Assim,imagem= contra-
dominio.

f) f. Z—Z definida por f(x)=x/2 se x é pe f(x)=(x-1)/2 se x € impe
Injetora: Nao, tome x; = 2 e % = 3. Logo, f(x) =2/2=1 e f(:2)=(3-
1)/2=1, porém ;1#X,.

Sobrejetora: Sim. Considere r um elemento qualquedo contra-
dominio Z. Se r for impar, tem-seque x = 2r +1, se r for par ten-se
que x = 2r tal que:

i) f(x) =f(2r) = 2r/2 = r se x é par.

ii) f(x) = f(2r+1) = (2r +1-1)/2 = r se x é impar
De i eii conclui-se que qualquer elemento do contrdominio é
imagem de um elemento do dominio. Portantomagem =
contradominio



