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Parte 1
Programacao Inteira

1 Introducao

1.1 Caracteristicas dos modelos lineares de programacao inteira

[Retirado de Goldbarg e Luna (2005), vide [3]] Uma confeitaria pode produzir dois tipos de sorvete
em lata: chocolate e creme. Cada lata do sorvete de chocolate é vendido com um lucro de $3 e as
latas de creme com um lucro de $1. Contratos com varias lojas impoem que sejam produzidas no
minimo 10 latas de sorvete de chocolate por dia e que o total de latas fabricadas por dia nunca
seja menor que 20. O mercado s6 é capaz de consumir até 40 latas de sorvete de creme e 60 de
chocolate. As méquinas de preparagao do sorvete disponibilizam 180 horas de operagao por dia,
sendo que cada lata de sorvete de chocolate consome 2 horas de trabalho e cada lata de creme, 3
horas. Determine o esquema de producao que maximiza os lucros com a venda de latas de sorvete.

Solucao:

(a) Variaveis de decisdo:
x; = nimero de latas de sorvete do tipo j a serem produzidas por dia, sendo j = 1 (chocolate)
e j = 2 (creme)

(b) Fungao objetivo:

max f(x) = 3 X 1 + 1 X Tg
$ (latas de chocolate) $ (latas de creme)

(lata de chocolate) (lata de creme)

(c) Restrigoes:

c.1) Demanda do mercado:
x1 < 60 (O mercado ndo absorve mais do que 60 latas de sorvete de chocolate por dia)

x9 < 40 (Nao ha demanda para mais do que 40 latas de sorvete de creme por dia)
c.2) Contrato com as lojas:

x1 > 10 (Exige-se uma produgao minima diaria de 10 latas de sorvete de chocolate)

x1 + 29 > 20 (Exige-se uma produgao minima diaria de 20 latas de sorvete)

c¢.3) Disponibilidade das méaquinas:
2xq1 + 3x9 < 180 (H4 apenas 180 horas de operacao disponiveis nas méaquinas por dia)

c.4) Integralidade e nao-negatividade:
T1,T9 € LT

Para resolver esse Problema de Programagcao Linear Inteira (PLI), construamos graficamente
a regiao viavel:
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Propriedade de um PPL: O 6timo de um problema de programagao linear (PPL), se existir,
estard em um vértice do politopo definido pela regiao viavel.

Do Célculo Diferencial e Integral sabemos que a direcao e sentido de maximo crescimento de

uma fungao f é determinada pelo seu gradiente V f(z) = <88f7(1x), aafT(j), ceey %fT(:))

Sendo a fungao f(z) = 3z + 2, resulta que Vf(x) = (3,1). Para conhecermos a diregao e
sentido do gradiente, da origem caminhamos 3 unidades no sentido Oz, e uma unidade no sentido
Oxy. Pela regra de composigao de forgas (regra do paralelograma), tem-se o sentido e dire¢ao do
gradiente. Traga-se, a seguir, uma reta perpendicular & dire¢ao do gradiente. Caminhando-se com
essa reta no sentido apontado pelo gradiente até tangenciar a regiao viavel tem-se, no ponto de
tangéncia, a solucao 6tima. Logo, o 6timo do PPL em questao ocorre no vértice de coordenadas
(60,20), com valor 6timo dado por f(z*) = 200, isto é, no esquema 6timo de produgdo, devem ser
produzidas diariamente 60 latas de sorvete de chocolate e 20 de creme, com um retorno de $ 200.

No exemplo dado, a solugao 6tima ocorreu em um ponto de coordenadas inteiras. No entanto,
nem sempre isso ocorre, conforme mostra o exemplo a seguir:

max f(z) = x1 + 192
r1 + 20x5 < 50
T+ 12 <20
T, T9 € Z+

Fazendo-se a relaxacao linear desse problema, isto é, desprezando-se as restricoes de integra-
lidade das variaveis e assumindo que as mesmas sdo nao-negativas (z; > 0 e x5 > 0), a solugao
6tima desse PPI relaxado é:

xt = 18,89
xh =1,58
fla*) = 48,42

Vamos supor que seja uma boa estratégia determinar os inteiros mais proximos do entorno
dessa solugao continua. Vejamos os valores da funcao objetivo para as possiveis combinagoes:



1 I f(z)
19 2 inviavel
18 1 37

19 1 38

18 2 inviavel

Se essa estratégia fosse correta, concluiriamos, de forma EQUIVOCADA, que 1 = 19ex, =1
¢ a solucdo 6tima do problema, com valor 6timo dado por f(x) = 38. Na realidade, a solugao
Otima é: x7 = 10 e x5 = 2, com f(x*) = 48, ou seja, o valor 6timo difere em 21% do anteriormente
apontado.

Esse exemplo mostra que pode nao ser uma boa estratégia arredondar os valores do entorno
de uma solucao 6tima continua como uma forma de determinar a solugao 6tima do problema de
varidveis inteiras. Mais a frente (Se¢@o 3) mostraremos a técnica branch-and-bound, destinada a
encontrar a solugao 6tima de um problema de programacao inteira.

2 Modelagem de Programacao Matematica Inteira

2.1 Alocacgao de recursos

[Retirado de [4]] A Capitao Caverna S.A., localizada em Pedra Lascada, aluga 3 tipos de bar-
cos para passeios maritimos: jangadas, supercanoas e arcas com cabine. A companhia fornece
juntamente com o barco um capitao para navegé-lo e uma tripulagao que varia de acordo com a
embarcacao: uma para jangadas, duas para supercanoas e trés para arcas. A companhia tem 4
jangadas, 8 supercanoas e 3 arcas e em seu corpo de funcionarios: 10 capitaes e 18 tripulantes.
O aluguel é por diarias e a Capitao Caverna lucra $50 por jangada, $70 por supercanoa e $100
por arca. Faca um modelo de programacao mateméatica que determine o esquema de aluguel que
maximiza o lucro.

Solugao:

(a) Variaveis de decisao:
x; = numero de embarcagoes do tipo ¢ a serem alugadas, sendo i = 1 (jangada), i = 2
(supercanoa) e i = 3 (arca com cabine).

(b) Funcao objetivo:
max f(z) = 50z + 70x9 + 100z3

(c) Restrigoes:
c.1) Numero de capitaes:
x1 + 22 + 23 < 10 (Ha somente 10 capitaes)

c.2) Numero de tripulantes:
x1 + 2x9 + 373 < 18 (Ha somente 18 tripulantes)

c.3) Quantidade de jangadas:
1 <4 (O nimero de jangadas esta limitado a 4)

c.4) Quantidade de supercanoas:
xo < 8 (Ha apenas 8 supercanoas)

c.5) Quantidade de arcas com cabine:
x3 < 3 (H& apenas 3 arcas com cabine disponiveis)



c.6) Integralidade e nao-negatividade:
T1,T2,T3 € 7+

Para fazer um modelo genérico desse PPL, coloquemos os dados em uma tabela e facamos as
seguintes convencgoes:

emb : Conjunto dos diferentes tipos de embarcagao = {Jangada, Supercanoa, Arca}
l; : Lucro proporcionado pelo aluguel da embarcagao do tipo ¢

cap; : Nuamero de capitaes necessarios para comandar a embarcacao do tipo ¢

trip; . Nuamero de tripulantes necessarios para trabalhar na embarcacao do tipo ¢
disp; : Nuamero disponivel de embarcacoes do tipo @

ntrips : Numero de tripulagoes disponiveis

ncapitaes :  Numero de capitaes disponiveis

Tipo de embarcacao +# Tripulantes req. # Capitaes req. # Emb. disp. Lucro ($)

Jangada 1 1 4 50

Supercanoa 2 1 8 70

Arca 3 1 3 100
Funcionérios disp. 18 10

O modelo genérico relativo ao problema em questao pode ser assim formulado:

max > L

i€emb

> capiz; < ncapitaes

i€emb

> tripir; < ntrips

i€emb
T < disp; Vi € emb
z; e 7t Vi € emb

Segue uma implementacao LINGO interfaceando com um arquivo Excel, onde se considera a
seguinte correspondéncia de nomes para os blocos de células:

Bloco de células Nome

A2:A4 embarcacoes
B2:B4 capitaes
C2:C4 tripulacoes
D2:D4 disponibilidade
E2:E4 lucro

B5 ncapitaes

Ch ntrips
F2:F4 X

F7 fo




@] Arguivo  Editar Exbir Inserir FEormatar Ferramentas Dados Janela Ajuda

EHREISQAIVE 4 RR- 8= -4 %M G v - @ LA -8 NI S EEEEE
_m;ﬁﬁsﬂa (o O B G [ H [ [ e e e
1 |Embarcagbes Capitdes Trips Disp Lucro Solucao

2 |[Jangadas _ = 50 4

3 \Supercanoas 8 70 4

4 |Arcas 3 100 2

: 'TOtaI Iuc‘ro

] ncapitaes

ﬂ capitaes ntrips FO = 680

8 fripulacoes 1

g disponibilidade fo

sets:
emb /Q@ole(’caverna.xls’,’embarcacoes’)/:1, x, cap, trip, disp;
endsets

data:
1 = @ole(’caverna.xls’,’lucro’);
cap = @ole(’caverna.xls’,’capitaes’);
trip = Q@ole(’caverna.xls’,’tripulacoes’);
disp = @ole(’caverna.xls’,’disponibilidade’);
ncapitaes = @ole(’caverna.xls’,’ncapitaes’);
ntrips = Qole(’caverna.xls’,’ntrips’);
enddata

[fo] max = @sum(emb(i): 1(i)*x(i));
[fcap] @sum(emb(i): cap(i)*x(i)) <= ncapitaes;
[ftrip] @sum(emb(i): trip(i)*x(i)) <= ntrips;
@for(emb(i): [fdisp] x(i) <= disp(i));
Q@for(emb(i): Qgin(x(i)));
data:

@ole(’caverna.xls’,’x’) = x;

@ole(’caverna.xls’,’fo’) = fo;
enddata

A solugao 6tima para o problema é alugar 4 jangadas, 4 supercanoas e 2 arcas, produzindo um
lucro maximo de R$680,00.

2.2 Problema da Mochila 0-1 (Knapsack Problem)

Um excursionista planeja fazer uma viagem acampando. Ha 5 itens que ele deseja levar consigo,
mas estes, juntos, excedem o limite de 60 quilos que ele supoe ser capaz de carregar. Para ajudar
a si proprio no processo de selegao, ele atribui valores, por ordem crescente de importancia a cada
um dos itens conforme a tabela a seguir:



Item 1 2 3 4 5
Peso (Kg) 52 23 35 15 7
Valor 100 60 70 15 8

Supondo a existéncia de uma unidade de cada item, faca um modelo de programagao inteira
que maximize o valor total sem exceder as restri¢oes de peso.

Solugao:

(a) Variaveis de decisao:

1, se o item j for colocado na mochila;
x; = .
J 0, caso contrario.

(b) Funcao objetivo:
max f(x) = 100z + 60xs + 7023 + 1524 + 85

(c) Restrigoes:

c.1) Limite de peso:
52xq + 23x9 + 3523 + 1524 + Txs < 60 (Pode-se carregar 60 Kg, no méaximo)
c.2) Integralidade:

X1,T2,T3,T4,Ts € {07 1}

Considerando a notagao a seguir:

itens : Conjunto dos itens = {1, 2, 3,4, 5 }

cap . Capacidade da mochila

(o . Peso relativo ao item j

Dj : Valor de retorno proporcionado pelo item j

o problema da mochila 0-1 pode ser formulado como:

max 2 pjill'j

jEitens
> wiz; < cap
jE€itens
T, e {0,1} Vj €itens

2.3 Problema da Mochila Inteira

Trata-se de uma extensao do problema anterior, na qual para cada item j existem u; unidades
disponiveis. A modelagem de programacao inteira deste problema é:

max > p;T;

jEitens
> wix; < cap
jE€itens
xj < wu; Vj€itens
x; € Z" Vje€itens

em que a varidvel de decisao x; indica o nimero de unidades do item j alocados a mochila.
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2.4 Problema da Mochila 0-1 Miiltipla

Neste problema, além do conjunto de itens, cada qual com peso w; e valor de retorno p;, ha um
conjunto de mochilas, cada qual com capacidade cap;. Existe uma unidade de cada item e o
objetivo ¢ também maximizar o valor de retorno dos itens alocados as mochilas.

A modelagem de programacao inteira deste problema é:

max > Y DT

i€mochilas jE€itens

Yo W < cap; Vi € mochilas
jEitens
> wy < 1 Vj € itens
i€mochilas
Tij € {0,1} Vi€ mochilas ,Vj € itens

em que a variavel de decisao x;; assume valor 1 se o item j for alocado a mochila i e 0, caso
contrario. O primeiro conjunto de restrigoes assegura que cada mochila ¢ nao comporta mais que
cap; unidades de peso, enquanto o segundo conjunto impede que um mesmo item j seja alocado
a mais de uma mochila.

2.5 Problema da Mochila Inteira Multipla

Este problema difere do anterior no sentido de que neste problema pode haver mais de uma unidade
de cada item; no caso, ha u; unidades disponiveis de cada item j.
A modelagem de programacao inteira deste problema é:

max Y D piT

i€mochilas j€E€itens

> wixi; < cap; Vi€ mochilas
jEitens
Tyj < uy V) € itens
i€mochilas
Tij € Z% Vi€ mochilas ,\Vj € itens

Neste modelo, z;; indica a quantidade de itens j alocados & mochila i. Mostra-se, a seguir,
uma implementacao LINGO deste problema.

No arquivo Excel considerado, ha a seguinte correspondéncia de nomes para os blocos de
células:

Bloco de células Nome

D5:M5 Itens
C11:C13 Mochilas
D6:M6 peso
D7:M7 beneficio
D11:D13 capacidade
D8:M8 u

D20:M22 X
026 fo




@] Arguivo  Editar Exbir Inserir FEormatar Ferramentas Dados Janela Ajuda

DEHRS GRIPE LB B =-4 % @me v -@F: -u -[N]z s | EEE=EE S
fo - # 61
A | B c D | E F G H [ J K T L [ ™ N 0 P | @ R
] PROBLEMA DA MOCHILA INTEIRA MULTIPLA
3
4
5 tens 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
6 Peso (kg) | 15 18 13 2 9 10 m 5 14 5
7 Valor 5 7 5 10 5 3 4 1 7 3
5 Quantidade| 2 3 2 3 2 2 2 2 1 2
9
10 WMOCHILAS | CAPACIDADE
1 A 47
12 B 28
13 C 42
14
15
16 SOLUCAO
17
18 Itens
19 WMOCHILAS | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10| Peso | Valor
20 A 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 48 20
21 B 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 7 13
22 C 0 0 1 0 2 0 0 0 0 2 ] 28
23 Total 0 0 2 2 2 0 0 0 1 2
24
25
| 26] Valor Méximo:
27

sets:
Itens /@ole(’MochilalnteiraMultipla(R).x1ls’,’Itens’)/: w, p, Uu;
Mochilas/@ole(’MochilaInteiraMultipla(R) .x1s’,’mochilas’)/: cap;
matriz(Mochilas, Itens): x;

endsets

data:
W, p, cap, u = @le(’MochilaInteiraMultipla(R).x1s’,
’peso’,’beneficio’,’capacidade’,’u’);
enddata

! Maximizar o beneficio pelo uso dos Itens;
[fo] max = @sum(Mochilas(i): @sum(Itens(j): p(j)*x(i,j)));

! A capacidade da mochila n&o pode ser superada;
@for (Mochilas(i): @sum(Itens(j): w(j)*x(i,j)) <= cap(i));

! Existem uj unidades de cada item j;
@for (Itens(j): @sum(Mochilas(i): x(i,j)) <= u(j));

! E permitido levar um niimero inteiro de Itens;
@for (Mochilas(i): @for(Itens(j): @gin(x(i,j))));

data:
@ole(’MochilaInteiraMultipla(R) .x1s’,’x’,’fo’) = x, fo;
enddata

11

Na solucao 6tima deste problema, a mochila A recebe 2 unidades do item 4; a mochila B
recebe uma unidade do item 3 e uma do item 9, enquanto a mochila C recebe uma unidade do

item 3, duas unidades do item 5 e duas do item 10. O valor de retorno méaximo é 61.



12

2.6 Problema de Corte de Estoque (Cutting Stock Problem)

Certa empresa trabalha com a producao de etiquetas autocolantes. O papel usado para sua
confec¢ao encontra-se em bobinas de mesmo comprimento, todas com largura de 50 cm. As
encomendas para a proxima semana impoem a necessidade de se cortarem 32 bobinas de 15 cm
de largura, 17 bobinas de 17,5 cm de largura e 21 bobinas de 20 cm de largura. E politica da
empresa manter em estoque o excedente ao pedido em quantidade maxima de 10 bobinas cortadas
de acordo com a encomenda. Esta acao evita a imobilizagao de capital, uma vez que sao incertos
os proximos pedidos.

f £ for
laem 1o em 175 ¢m

O departamento técnico relacionou na tabela abaixo as possiveis programacoes de cortes, tendo
em vista as encomendas.

Programacoes de corte Largura da Faixa Cortada Desperdicio

15cm | 17,5cm 20cm (cm)

1 3 0 0 5

2 2 1 0 2,5

3 1 2 0 0

4 2 0 1 0

5 0 1 1 12,5

6 0 0 2 10

Elabore um modelo de programacao inteira que determine a estratégia a ser seguida pela em-
presa de forma a minimizar os desperdicios face a necessidade de producao.

Modelo de Programacao Matematica

Sejam os seguintes dados de entrada para o problema:

padroes Conjunto de padroes de corte;

bobinas : Conjunto dos tipos de bobinas;

desp; : Desperdicio relativo aos cortes realizados de acordo com o padrao i;
demanda; : Demanda por bobinas do tipo 7;

j : Quantidade de bobinas do tipo j produzidas no padrao de corte 7;
estmazx : Estoque maximo de bobinas permitido;

e as seguintes variaveis de decisao:

x; : Nuamero de cortes realizados segundo o padrao ¢

O modelo de programacao matematica para esse problema de corte de estoque é:
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min > desp;x;

i€padroes

>, ayx; > demanda, Vj € bobinas
i€padroes

> ayr; < demanda;j + estmax Vj € bobinas
i€padroes

x, € 77 Vi € padroes

Nesta formulagao, o objetivo é minimizar as perdas com os padroes de corte. O primeiro
conjunto de restrigoes assegura o atendimento da demanda por bobinas do tipo j, enquanto
o segundo indica que para cada tipo de bobina j, nao podem ser estocadas mais que estmax
unidades.

2.7 Problema de Corte de Estoque Unidimensional

Uma serralheria dispoe de barras de 7 metros de comprimento que devem ser cortadas para obter
barras menores atendendo a uma encomenda. As seguintes quantidades e tamanhos sao requeri-
dos: 92 barras de 2 metros, 59 barras de 3 metros e 89 barras de 4 metros. Elabore um modelo
de programacao linear inteira que minimize as perdas com os cortes.

Solucao:

Nesse problema nao sao dados os padroes de corte, sendo necessario determiné-los previamente.
A tabela a seguir relaciona os possiveis padroes de corte formados a partir do corte de barras de
7 metros de comprimento, bem como as perdas relativas a cada padrao.

Quant. de barras por tipo | Perda
Padrao | 2m. 3 m. 4 m. (m.)
1 0 1 1 0
2 2 1 0 0
3 3 0 0 1
4 0 2 0 1
5 1 0 1 1

Modelo de Programacao Matematica:

Sejam os seguintes dados de entrada para o problema:

padroes Conjunto dos possiveis padroes de corte;

barras : Conjunto de barras;

perda; : Perda com os cortes realizados de acordo com o padrao i;
demanda; : Demanda por barras do tipo j;

@;j : Quantidade de barras do tipo j produzidas no padrao de corte ;

e as seguintes variaveis de decisao:

x; : Numero de cortes realizados segundo o padrao ¢
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Assim, o modelo de programacao matemaética é:

min > perda;x;

i€padroes
Yo air; > demanda, Vj € barras
i€padroes
x, € 77 Vi € padroes
Observagao:

Relativamente ao problema anterior, considere que a serralheria nao tem espago para reaproveitar
as barras menores nao usadas. Elabore um modelo de programacao linear inteira que minimize as
perdas com os cortes e com o excesso de barras menores nao aproveitadas.

Nessa nova situagao, chamando de dimenbarra; o comprimento da barra do tipo 7, em metros,
entao o modelo de programagao matematica que contempla esse novo objetivo é:

min > perdax;  + > dimenbarra; X( > aijxi—demandaj>

i€padroes j€barras i€padroes
> aijz; > demanda; Vj € barras
i€padroes
r, € 77T Vi € padroes
Nesta nova fungao objetivo, a componente Y. a;jx; —demanda; | indica o excesso de
i€Epadroes

barras do tipo j geradas. Multiplicando-a por dimenbarra; tem-se o valor da perda, em metros,
devido ao excesso de barras produzidas.

A seguir, uma implementacao LINGO do problema interfaceando com um arquivo Excel. No
arquivo Excel considerado, ha a seguinte correspondéncia de nomes para os blocos de células:

Bloco de células Nome
B10:B14 padroes

C9:E9 barras
C8:E8 dimenbarra
F10:F14 perda
C10:E14 a
C15:E15 demanda
J16:L16 €xcesso

M10:M14 solucao
M19 ptotal
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Ei Microsoft Excel - Cortebxcesso.x|s

@_] Arquivo  Editar Exbir Inserir Formatar Ferramentas Dados Janelz  Ajuda
DEHRS R VE XBa@Ra-¢ @ = -4] %] 4B wow - [ -1 - N I §
b @ Sequranca.. | % 3B b @ 2

035 - &

A B c D E F G H | J K = M
(!
- PROBLEMA DE CORTE DE ESTOQUE
3
4|  Tam.dasBarras:[ _Tm | Solucao
5
=
7 BARRAS (m BARRAS (m
i 2 3 4 2 3 4
9 PADROES B2 B3 B4 Perda (m) PADROES B2 B3 B4 N. Cortes
10| 1 0 1 1 0 1 0 59 59 59
k]| 2 2 1 0 0 2 0 0 0 0
12| 3 3 0 0 1 3 63 0 0 21
13| 1 0 E 0 1 1 0 0 0 0
14 5 1 0 1 1 5 30 0 30 30
15 DEMANDA 92 59 a9 Atendido 93 59 89
16 Excesso 1 0 0
IE
18
19| Perda Total:
20

sets:

padroes/@ole(’CorteExcesso.xls’, ’padroes’)/: perda, Xx;
barras/@ole(’CorteExcesso.xls’,’barras’)/: demanda, dimenbarra;
matriz(padroes,barras): a;

endsets

data:
perda = Qole(’CorteExcesso.xls’,’perda’);
demanda = @ole(’CorteExcesso.xls’, ’demanda’);

a = Q@ole(’CorteExcesso.xls’,’a’);
dimenbarra @ole(’CorteExcesso.xls’, ’dimenbarra’);
enddata

[fo] min = @sum(padroes(i): perda(i)*x(i)) +
(@sum(barras(j):
dimenbarra(j) * @sum(padroes(i): a(i,j)*x(i)) - demanda(j)));

@for(barras(j): [excbarra] @sum(padroes(i): a(i,j)*x(i)) >= demanda(j));
@for (padroes(i): QGIN(x(i)));

data:
@ole(’CorteExcesso.xls’,’excesso’,’solucao’,’ptotal’) = excbarra, x, fo;
enddata

Como se observa, na solugao 6tima devem ser cortadas 59 pecas no padrao 1, 21 no padrao 3
e 30 no padrao 5. A perda total é de 530 metros, sendo que apenas uma barra de 2 metros foi
cortada em excesso.

2.8 Alocagao de pessoal (Staff Scheduling)

Um hospital trabalha com atendimento varidvel em demanda durante as 24 horas do dia. As
necessidades distribuem-se segundo a tabela:
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Turno  Horario  Numero requerido de enfermeiros

1 08 as 12 h 51
2 12as 16 h o8
3 16 as 20 h 62
4 20as 24 h 41
) 24 as 04 h 32
6 04 as 08 h 19

O horario de trabalho de um enfermeiro é de 8 horas seguidas e s6 pode ser iniciado no comeco
de cada turno, isto é, as 8 ou 12 ou 16 ou 20 ou 24 ou 04 horas. Elabore um modelo de PLI que
minimize o gasto com a mao-de-obra. Considere que cada enfermeiro recebe $100 por hora de
trabalho no periodo diurno (08 as 20 h) e $125 no periodo noturno (20 as 08 h).

Solugao:

(a) Variaveis de decisao:
xr; = niamero de enfermeiros que iniciam sua jornada no inicio do turno i.

(b) Fungao objetivo:
min f(z) = 800z, + 800x2 + 90023 + 100024 + 100025 + 900x4

(c) Restrigoes:
c.1) Nuamero de enfermeiros necesséarios no turno 1:
T+ g > 51

c.2) Numero de enfermeiros necessarios no turno 2:
To + X1 Z 58

c.3) Numero de enfermeiros necessarios no turno 3:
T3 + T9 > 62

c.4) Numero de enfermeiros necessarios no turno 4:
Ty + a3 > 41

c.5) Nuamero de enfermeiros necessarios no turno 5:
T5 + X4 Z 32

c.6) Numero de enfermeiros necessarios no turno 6:
T+ x5 > 19

c.7) Integralidade e nao-negatividade:
T1,%2, 13,24, L5, L6 € Z+

Para fazer um modelo genérico deste PPLI, utilizemos as seguintes notagoes:

turnos : Conjunto dos turnos de trabalho = {1, 2, 3, 4, 5, 6 }
Ci : Custo do enfermeiro que inicia sua jornada no turno ¢
demanda; : Numero de enfermeiros necessarios durante o turno

O modelo genérico relativo ao problema em questao pode ser assim formulado:

min Y ¢
1€turnos
;i +x;1 > demanda; Vi€ turnos
X e 7" Vi € turnos
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As restrigoes x; + x;_1 > demanda; indicam que em cada turno ¢ trabalham os enfermeiros
que iniciaram sua jornada no turno ¢, bem como aqueles que comegaram sua jornada de trabalho
no turno anterior.

Em principio, essas restrigoes nao podem ser utilizadas diretamente, uma vez que quando i = 1,
a variavel x;_; nao esta definida. Uma solugao seria substitui-las pelas duas restrigoes seguintes:
x; + i1 > demanda; Vi € turnos | 1 # 1 e X1 + Tjpurnos| = demanday, onde |[turnos| representa
a cardinalidade do conjunto turnos.

No LINGO, uma solugao para esta situacgao ¢ usar uma lista circular. A fungao que faz isso no
LINGO é Quwrap. Ela recebe como argumentos os parametros index e limit, onde limit é o ntimero
de elementos do conjunto, que no exemplo citado pode ser determinado por @size(turnos), e index
¢ o indice considerado. Qurap(index, limit) = index+ k x limit, onde k é um inteiro tal que index
€ [1, limit]. Informalmente, k deve ser tal que Qurap(index, limit) devolva um nimero entre 1 e
limit. Exemplo: Qurap(8,6) =8+ (—1) x 6 = 2; Qurap(0,6) =0+ (1) x 6 = 6; Qurap(—1,6) =
—1+ (1) x 6 =5, etc. Assim, no LINGO, as restrigdes x; + z;,_1 > demanda; Vi € turnos podem
ser representadas por: Q for(turnos(i) : x(i) + x(Qurap(i — 1, @size(turnos))) > demanda(i)).

A seguir, a implementagao LINGO do problema interfaceando com o Excel.

No arquivo Excel considerado hé a seguinte correspondéncia de nomes para os blocos de células:

Bloco de células Nome

B3:B8 turnos

E3:E8 custo

D3:D8 demanda

G3:G8 excturno

F3:F8 solucao
E10 fo

£ Microsoft Excel - enfermeiros.xls

E_l] Arquivo Editar Exibir Inserir Formatar Ferramentas Dados Janela Ajuda

DESEHRASRTRIKRA I B - S @ e oo N
: L : B * c D E F G

2| Turnos Horarios Enfermeiros Custo Solugdo ExcTurno
3 | 1 08 as 12 51 800 51 0

4| 2 12 as 16 58 800 34 0

5 3 16 as 20 62 900 28 0

6 4 20 as 24 41 1000 13 0

7| 5 24as04 32 1000 19 0

s | 6 04as08 19 900 0 0

9

10 Custo Total = 125200

sets:
turnos/@ole(’enfermeiros.xls’,’turnos’)/:c, !custo;
x, !solugdo;
demanda; !demanda;
endsets

data:
c, demanda = Q@ole(’enfermeiros.xls’,’custo’,’demanda’);
enddata
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[fo] min = @sum(turnos(i): c(i)*x(i));

@for (turnos(i):
[excturno] x(i) + x(Qwrap(i-1,@size(turnos))) >= demanda(i));

@for (turnos(i): Qgin(x(i)));

data:
@ole(’enfermeiros.xls’,’solugdo’,’fo’,’excturno’) = x, fo, excturno;
enddata

Como se observa, na solucao 6tima devem ser contratados: 51 enfermeiros para iniciarem o
trabalho no turno 1, 34 no turno 2, 28 no turno 3, 13 no turno 4, 19 no turno 5 e nenhum no
turno 6. O custo total minimo com a contratacao de enfermeiros é de R$125.200,00.

Observacao:

Relativamente ao problema anterior, suponha que cada enfermeiro possa fazer hora-extra traba-
lhando mais 4 horas consecutivas além de sua jornada normal de trabalho, isto ¢, mais um turno
de trabalho. Suponha que a hora-extra seja remunerada em 50% a mais que a hora normal.
Considere, também, que em cada turno nao mais de 20% dos enfermeiros possam estar fazendo
hora-extra. Faga um modelo de programacao linear inteira que minimize os gastos com a con-
tratacao de mao-de-obra. Antes de resolver o problema, pense na seguinte questao: A solucao
6tima dessa variante podera ter custo menor que a da solugao 6tima sem a possibilidade de os
enfermeiros fazerem hora-extra? Justifique.

Solucao:

(a) Variaveis de decisao:
xr; = nimero de enfermeiros que iniciam sua jornada no inicio do turno ¢ e nao fazem hora-
extra.
y; = numero de enfermeiros que iniciam sua jornada no inicio do turno ¢ e fazem hora-extra.

(b) Fungao objetivo:
min f(x,y) = 800x; + 800xy + 900x3 + 1000x4 + 1000z5 + 9006+
1400y + 1550y, + 1650y; + 1750y, + 1600ys + 1500y

(c) Restrigoes:
c.1) Nuamero de enfermeiros necesséarios no turno 1:

r1+ 26 +ys + Y1 +ye = 5l

c.2) Numero de enfermeiros necessarios no turno 2:
To+ 21+ Ys + Y2 +y1 = 58

c.3) Nuamero de enfermeiros necessarios no turno 3:
T3+ T3+ Y1+ Ys + Yo > 62

c.4) Numero de enfermeiros necessarios no turno 4:
Tyt 3+ Y2+ Ya+ys 241

c.5) Numero de enfermeiros necessarios no turno 5:
T5+ s+ Y3+ ys +ya = 32
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c.6) Nuamero de enfermeiros necessarios no turno 6:
T6+ 25 +Ys+ys +y5 = 19
c.7) Limite de enfermeiros no turno 1:
Y5 < 0,20(z1 + 26 + Y5 + Y1 + Ys)
c.8) Limite de enfermeiros no turno 2:
Yo < 0,20(x2 + o1 + Yo + Y2 + Y1)
c.9) Limite de enfermeiros no turno 3:
y1 < 0,20(23 + 72 + Y1 + Y3 + y2)
¢.10) Limite de enfermeiros no turno 4:
Y2 < 0,20(zs + 23 + Y2 + Ya + y3)
c.11) Limite de enfermeiros no turno 5:
ys < 0,20(s5 + 24 + Y3 + Ys + ya)
c.12) Limite de enfermeiros no turno 6:
Yy < 0,20(x6 + o5 + Ya + Yo + Us)
c.13) Integralidade e nao-negatividade:
1, T2, T3, T4, Ts, T6, Y1, Y2, Y3, Yas Ys, Yo € L7

Para fazer um modelo genérico desse PPL, considere que phe significa o percentual méximo de
enfermeiros fazendo hora-extra em cada turno, no caso, 0,20 e que ¢; é o custo sem hora-extra e
d;, com hora-extra. Dessa forma, o modelo genérico para este problema pode ser formulado como:

min Y (cims + diyi)
1E€turnos
i+ 21+ Yiot+yi+vyi—1 = demanda; Vi € turnos
Yio < phex (zi+xi1+yio+yi+yi1) Vi€ turnos
iy Ui c Zt Vi € turnos

A seguir, o modelo LINGO interfaceando com um arquivo Excel referente ao problema em
questao, com a seguinte correspondéncia de nomes para os blocos de células:

Bloco de células Nome Bloco de células Nome
A2:A7 turnos 19 phe
D2:D7 custoshe 12:17 folga
E2:E7 custoche F2:F7 X
C2:C7 demanda G2:G7 y
H2:H7 excturno D9 fo
E3 Microsoft Excel - enfhe.xls = o
B) arquivo Editar Exbir Inserr Formatar Feramentas Dados Janels  Ajuda -8 x
DEHRISIGR I PE|s2R-F @ = -4 Rl - @ e -0 - NZ s EEEEE %o SR E - B-A 2
. A - - 120;50 I c D E F G H I J K =
1 Turnos Horarios Enfermeiros Custo s/he Custoc/he x y ExcTurno Folga 1
2 1 08 as 12 51 800 1400 20 12 0 0,2
3 2 12as 16 58 | 800 1550 26 0 0 11,6
s 3 16 as 20 62 900 1650 19 5 0 0.4
5 4 20as24 41 | 1000 1750 17 0 0 8,2
6 5 24 as 04 32 1000 1600 0 10 0 1,4
7 6 04 as 08 19 900 1500 9 0 0 3,8
8
5] _ ‘Custo Total = 120050 | phe= | 02
10
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sets:
turnos/@ole(’enfhe.xls’,’turnos’)/:c, !custo sem hora-extra;
d, !custo com hora-extra;
x, !'enfermeiros sem hora-extra;
y, 'enfermeiros com hora-extra;
demanda; !demanda;
endsets

data:
c, d, demanda = @ole(’enfhe.xls’,’custoshe’,’custoche’,’demanda’);
phe = @ole(’enfhe.x1s’,’phe’);

enddata

[fo] min = @sum(turnos(i): c(i)*x(i) + d(i)*y(i));

@for (turnos(i):
[excturno] x(i) + x(@wrap(i-1,@size(turnos))) +
y(i) + y(@wrap(i-1,@size(turnos))) +
y(@wrap(i-2,@size(turnos))) >= demanda(i));

@for (turnos(i):
[folga] y(@uwrap(i-2,@size(turnos))) <= phex
(x(1) + x(@wrap(i-1,@size(turnos))) +
y(i) + y(@wrap(i-1,@size(turnos))) +
y(@wrap(i-2,0@size(turnos)))));

@for (turnos(i):
0gin(x(i));
Ogin(y(i)));

data:

@ole(’enfhe.x1s’,’x’,’fo’,’excturno’) = x, fo, excturno;
Q@le(’enfhe.x1s’,’y’,’folga’) =y, folga;
enddata

Como se observa, na solucao 6tima devem ser contratados: 20 enfermeiros para iniciarem o
trabalho no turno 1 sem fazer hora-extra, 26 no turno 2, 19 no turno 3, 17 no turno 4, nenhum no
turno 5 e 9 no turno 6. Por outro lado, devem ser contratados 12 enfermeiros no turno 1 fazendo
hora-extra, 5 no turno 3 e 10 no turno 5. O custo total minimo com a contratagao de enfermeiros

¢ de R$120.050,00.

2.9 Problema da Fabrica de Prateleiras

Uma fabrica manufatura 5 tipos de prateleiras (p1, p2, p3, Pa, ps) utilizando dois processos de pro-
dugdo: processo normal (N) e processo acelerado (A). Cada produto requer um certo namero de
horas para ser trabalhado dentro de cada processo e alguns produtos s6 podem ser fabricados
através de um dos tipos de processo. O quadro a seguir resume o consumo (em horas) dentro de
cada esquema de fabricagao e os lucros (em R$) obtidos apos a dedugao dos custos de produgao.
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Prateleiras D1 D2 P3s P4 Ds
Lucro (R$/unidade) 570 575 555 550 560
Processo Normal 12 16 - 19 9

Processo Acelerado 10 16 5 - -

A montagem final de cada prateleira requer 16 h de mao-de-obra por unidade. A fabrica possui
3 méquinas para o processo normal e 2 para o processo acelerado. As méquinas trabalham em 2
turnos de 8 horas por dia em um regime de 6 dias por semana. Uma equipe de 8 pessoas trabalha
em turno dnico de 8 horas durante 6 dias na montagem das prateleiras. Determine o melhor
esquema de producao.

Solucao:

(a) Variaveis de decisdo:
x;; = ntmero de prateleiras do tipo j a serem fabricadas pelo processo 4, sendo i = N (processo
normal) e i = A (processo acelerado).

(b) Funcao objetivo:
max f(z) = 570(zxn1 + 2 a1) + 575(xyo + Ta2) + 55T a3 + 5502 N4 + 5602 N5

(c) Restrigoes:
c.1) Tempo disponivel para o processo normal:

122 N1 + 16289 + 19254 + 925 < 288 (=3 X 2 X 8 X 6)

c.2) Tempo disponivel para o processo acelerado:
10241 + 16249 + 5z a3 < 192 (=2 X 2 X 8 X 6)

c.3) Tempo disponivel para a montagem:
16(xn1 + a1 + T2+ Taz + Tag + xys + 2zn5) < 384 (=8 X 8 X 6)

c.4) Integralidade e ndo-negatividade:
Jr
TN1,TA1, TN2, LA2, TA3, TNa, TN5 € L

Sejam os seguintes dados de entrada:

Prat : Conjunto das prateleiras

Proc : Conjunto dos tipos de processo

tp; : Tempo disponivel para a realizacao do processo ¢

tij : Tempo necesséario para a producao de cada prateleira j no processo i
tm; : Tempo necessario para a montagem de cada prateleira j

Totaltm : Tempo total disponivel para a montagem das prateleiras

O modelo genérico pode ser formulado da seguinte forma:

max Z Z CiTij

i€ Proc jePrat
Z tijxij S tpl Vi € Proc
JjEPrat
> > tmyxy; < Totaltm
i€ Proc jePrat
Tij e Z Vi € Proc,Vj € Prat
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2.10 Fluxo Maximo em Redes

A figura a seguir representa uma rede de comunicagao de dados entre computadores. Os ntimeros
representam a capacidade maxima em MBytes por segundo que pode ser transmitido de um
computador para outro. Admita que a transmissao s6 é possivel no sentido especificado pela seta.
Qual é o fluxo maximo que pode passar entre A e G através da rede?

Solugao:

(a) Variaveis de decisao:
x;; — quantidade de fluxo a ser enviada do né 7 ao né j, j # 1.

(b) Funcao objetivo:
max f(z) = xap + Tac

(c) Restrigoes:

c.1) Equilibrio de fluxo nos nos:

rpe +2rg — (xap+xac) =0 (N6 A)
zap — (tpc +xpp +xpr) =0 (No B)
Tac + e — (vep +2cr) =0 (No C)
zpp + 2cp — (tpp +2pr) =0 (N6 D)
TBg +TpE +TrE — Tpa =0 (NoE)
rop +2pr — (xpp+2pc) =0 (NoF)

c.2) Capacidade nos arcos:
Tap <6
rac <7
rpc <1
xpp <3
rpg < 4
xep <2
zorp <3
Tprp <3
Tpr <2
Tpa < 2
xrp <2
rpg <4

c.3) Integralidade e nao-negatividade:
TAB; TAC, TBC, TBD; TBE; ¥CD, LCF; TDE, UDF, TEG, UFE, TrG € L

Para formular o problema de forma genérica, considere as seguintes notacoes:
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V . Conjunto de nos
cap;; : Capacidade do arco (3, j)
n :  Cardinalidade do conjunto de nos, isto é, n = |V/|

Assim, o modelo genérico pode ser escrito como:

max > T
JEV

inj—Zxﬁ = 0 VZGV,Z?A].GZ#TL
JjeVv JjeV
YTy = ) T = 0
JjEV eV

Lij S cap;; VZ,] eV

Lij c Z* VZ,] eV

Neste modelo, considera-se que o n6 1 é o no origem e que o né n é o n6 destino.

2.11 Caminho Minimo

|[Extraido de Lachtermacher (2004), vide [4]] Uma fabrica de artigos de decoragao, localizada em
Lambari (MG), deve entregar uma grande quantidade de pegas na cidade de Baependi (MG). A
empresa quer saber qual o caminho que seu caminhao de entregas deve fazer para minimizar a
distancia total percorrida. A figura a seguir, extraida de Lachtermacher (2004), representa, na
forma de rede, as ligagoes entre as cidades da regiao.

Trés Coragdes Gao Tomeé
37 Em

2T Em

80 Lourengo

Caxambu

Solugao:

(a) Variaveis de decisao:
1, se o arco (i,7) pertencer ao caminho;
€Ti: = P
" 0, caso contrario.

(b) Fungao objetivo:
min f(:C) = 41219 + 44213 + 50215 + 37Toy + 27235 + 45246 + 456

(c) Restrigoes:

c.1) Equilibrio de fluxo nos nos:
Tio+x13+ 215 =1 (Né 1
T12 — T24 =0 (
T13 — T35 =0 (
Tog4 — T4p =0 (Né 4
Tis+x35 —Ts6 = 0 (
T46 + Tse =1 (
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c.2) Integralidade e nao-negatividade:
T12, T13, T15, T24, T35, Tae, Tso € {0, 1}

Considere os seguintes parametros de entrada:

V. Conjunto dos vértices (nos)
d;; : Distancia do vértice i ao vértice j
n : Cardinalidade do conjunto de vértices, isto é, n = |V/|

Considerando o n6 1 como o n6 origem e n como o nd destino, pode-se modelar o problema de
caminho minimo genericamente como:

min Z Z dz’szj

i€V jEV

inj—Zxﬁ = 0 VZGV,’L#].GZ#TL
JEV JEV
D T =1
Jjev
eV
Lij S {O, 1} VZ,j eV

2.12 Programacgao da producao - exemplo 1

Uma determinada empresa esta interessada em maximizar o lucro mensal proveniente de quatro
de seus produtos, designados por I, II, IIT e IV. Para fabricar esses produtos, ela utiliza dois
tipos de maquinas (M1 e M2) e dois tipos de mao-de-obra (MO1 e MO2), que tém as seguintes
disponibilidades:

Disponibilidade Disponibilidade
Maquina (méquina-hora/meés) Mao-de-obra  (homem-hora/més)
M1 70 MO1 120
M2 20 MO2 160

O setor técnico da empresa fornece os seguintes coeficientes, que especificam o total de horas
de maquina e horas de mao-de-obra necessarias para a producao de uma unidade de cada produto:

Produtos Produtos
Maquinas I II III IV Mao-de-obra I II III IV
M1 5 4 8 9 MO1 2 4 2 8
M2 2 6 0 8 MO2 T3 0 7

O setor comercial fornece as seguintes informagoes:

Potencial de venda Lucro unitéario

Produtos  (unidades/més) (R$/més)
I 70 10
II 60 8
11 40 9

1Y% 20 7
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Faga o planejamento da producao mensal da empresa objetivando maximizar o lucro.

Solugao:

(a) Variaveis de decisao:
x; = quantidade de produtos do tipo j a serem fabricadas mensalmente.

(b) Fungao objetivo:
max f(ZU) o 101‘] + 8:13]] + 9[13]]] + 7!13]\/

(c) Restrigoes:

c.1) Disponibilidade de tempo da maquina 1:
5I] + 41’[] + 85(3[]] + 9I[V S 70

c.2) Disponibilidade de tempo da maquina 2:
207+ 6xrr + 8xy < 20

c.3) Disponibilidade de tempo da mao-de-obra 1:
21’] + 41’]1 + 21’]1[ + 81’]\/ S 120

c.4) Disponibilidade de tempo da méao-de-obra 2:
Texr+ 3z + 7oy < 160

c.5) Potencial de venda dos produtos:
Tr S 70
Trr < 60
zrrr < 40
Trv < 20

c.6) Integralidade e ndo-negatividade:

Jr
X1, X1, T, Ty € 4

Para a modelagem genérica do problema, considere os seguintes dados de entrada, além da variavel
de decisao apresentada anteriormente:

Prod : Conjunto dos produtos

Maq : Conjunto das maquinas

MO : Conjunto das maos-de-obra

l; : Lucro de uma unidade do produto j, em unidades monetarias

Dj : Potencial de venda do produto j

m;j : Tempo gasto para a produgao do produto j na maquina ¢, em horas

Okj : Tempo requerido para a producao do produto j pela mao-de-obra k, em horas
tm; : Tempo disponivel da maquina ¢, em horas

toy, : Tempo disponivel para a mao-de-obra k, em horas

Entao, o modelo de programacao mateméatica que maximiza a producao é:

max Z lj.fIZ'j
j€Prod
Yo myxz; < tm; Vi€ Mag
j€Prod
> ogiry < top Vke MO
j€Prod
x; < p; Vjé€ Prod
T, € Z* VYje€ Prod
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2.13 Sequenciamento em processadores paralelos e idénticos

Suponha que seja necessario executar uma lista de 10 jobs em um conjunto de 3 processadores.
Sabe-se que cada job pode ser executado em qualquer ordem e em qualquer processador, sendo o
tempo de processamento independente do processador. O tempo (em minutos) gasto para execu-
¢ao de cada job é: 6,4, 5,4, 3,7,8,5, 3 e 3. Elabore o modelo de programacao matemaética que
minimize o tempo de execugao de todos os jobs.

Solugao:

(a) Variaveis de decisao:
1, se o job j for executado no processador ;
Tij = L.
" 0, caso contréario.

Crnax = makespan (Instante de término do processador mais carregado)

(b) Funcao objetivo:
min Cy,qe

(c) Restrigoes:

c.1) Cada job deve ser executado em um unico processador:
T+ T + w3 =1 job 1)

(
T + Tog + T30 =1 (job 2)
13+ To3 + w33 =1 (job 3)
T4 + Toy + T34 = 1 (]Ob 4)
15 -+ To5 + T35 = 1 (]Ob 5)
T16 + To6 + w36 = 1 (job 6)
Ti7 + Tor + w3y =1 (job 7)
Tig + Tog + w38 = 1 (job 8)
T1g + Tog + w39 = 1 (job 9)

x1,10 -+ X210 + X310 = 1 (]Ob 10)

c.2) Tempo de execugao dos jobs em cada processador:
Proc. 1: 65(711 + 45[512 + 51313 -+ 4%14 + 3&315 + 7%16 + 8]717 + 5:318 + 3%19 + 3561,10 < Cmaz
Proc. 2: 61‘21 + 41‘22 + 51‘23 + 41’24 + 3I25 + 71;26 + 8%27 + 51:28 + 3%29 + 31’2710 S Cm,m;
Proc. 3: 6{L‘31 + 41]32 + 51‘33 + 41’34 + 3ZL‘35 + 71’36 + 8ZE37 + 51’38 + 3ZE39 + 31’3710 S Cmam

c.3) Integralidade e nao-negatividade:
z;; €{0,1} Vi=1,2,3eVj=1,2,...10

Considere as seguintes notagoes:

Jobs :  Conjunto dos jobs
Procs :  Conjunto dos processadores
t; : Tempo de execugao do job j

Genericamente, pode-se modelar o problema como:

min Chnaz
>oowy = 1 Vj € Jobs
i€ Procs
> tiwyy < Chae Vi€ Procs
j€Jobs

Tij € {0,1} Vi€ ProcseVj e Jobs
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2.14 Planejamento da Producgao - Problema da Fabrica de Motores

[Retirado de Lachtermacher (2004), vide [4]] A LCL Motores recebeu recentemente uma enco-
menda para produzir trés tipos de motores. Cada tipo de motor necessita de um determinado
namero de horas de trabalho no setor de montagem e acabamento. A LCL pode terceirizar parte
de sua producao. A tabela a seguir resume essas informagoes:

Modelo 1 2 3 Total (h)
Demanda (unidades) 3000 2500 500
Montagem (h/unidade) 1,1 1,9 0,7 6000
Acabamento (h/unidade) 2,5 0,8 4,0 10000
Custo de produgao (R$) 50 90 120
Terceirizado (R$) 65 92 140

Elabore o modelo de programacgao matemaética que minimiza os custos de produgao.
Solucao:

(a) Variaveis de decisao:
x; = quantidade de motores do modelo ¢ a ser produzido.
y; = quantidade de motores do modelo ¢ a ser terceirizado.

(b) Fungao objetivo:
min f(x,y) = 50x; + 90xs + 120x5 + 65y1 + 92y2 + 140y3

(c) Restrigoes:

c.1) Atendimento a demanda dos modelos de motores:
x1 +y1 = 3000
T2 + Y2 = 2500
x3 + y3 = 500

c.2) Respeito ao tempo disponivel para a montagem:
1, 1(131 + 1, 9I2 + 0, 7ZL‘3 S 6000

c.3) Respeito ao tempo disponivel para o acabamento:
2,5x1 + 0,829 + 43 < 10000

c.4) Integralidade e ndo-negatividade:
T1,%2,T3,Y1,Y2,Y3 € Z+

Considere que:

Modelos : Conjunto dos diferentes modelos de motores

cprod; : Custo de produgao do modelo j de motor

cterc; : Custo de terceirizacao do modelo j de motor

demanda; : Demanda dos motores do modelo j

TempMont; : Tempo necessario para a montagem do modelo j de motor
TempAcab, : Tempo necessario para o acabamento do modelo j de motor

TempDispMont : Tempo disponivel para a montagem
TempDispAcab : Tempo disponivel para o acabamento

Genericamente, pode-se modelar o problema da seguinte forma:
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min > cprodjx;+ Y, ctercy;

JjEModelos jEModelos
zj+y; > demanda; Vj € Modelos
Y. TempMontjx; < TempDispMont
jEModelos
>,  TempAcabjx; < TempDispAcab
jEModelos
zj,y; € Z* Vj € Modelos

Segue um modelo LINGO que 1é os dados do arquivo-texto Motores.txt e exporta a solugao para
os arquivos Producao.txt, no caso dos modelos produzidos pela propria empresa, e Terceirizado.txt,
no caso dos modelos que devem ser terceirizados.

sets:

Modelos / @file(’Motores.txt’) /: x, y, cprod, cterc,
TempMont, TempAcab,
demanda;

endsets

! Importar dados de arquivo texto;
data:
demanda = @file(’Motores.txt’);
TempMont = @file(’Motores.txt’);
TempAcab = @file(’Motores.txt’);
cprod = @file(’Motores.txt’);
cterc = @file(’Motores.txt’);
TempDispMont = @file(’Motores.txt’);
TempDispAcab = @file(’Motores.txt’);
enddata

[fo] min = @sum(Modelos(j): cprod(j)*x(j)) +
@sum(Modelos(j): cterc(j)*y(j));

[folgaMont] @sum(Modelos(j): TempMont(j)*x(j)) <= TempDispMont;
[folgaAcab] @sum(Modelos(j): TempAcab(j)*x(j)) <= TempDispAcab;

@for (Modelos(j):
[Estoque] x(j) + y(j) >= demanda(j));

@for (Modelos(j):
0gin(x(j));
@gin(y(j)));

! Exportar para arquivo texto;
data:
O@text (’Producao.txt’) = x;
@text (’Terceirizado.txt’) = y;
enddata
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Neste modelo, ‘Estoque’ é um vetor de 3 posic¢oes e indica o excesso de producao; ‘folgaMont’
é um escalar que indica a folga, em horas, no setor de montagem e ‘folgaAcab’ é um escalar que
indica a folga, em horas, no setor de acabamento.

O arquivo Motores.txt, que contém os dados, é apresentado a seguir. Observe que a cada
chamada desse arquivo séo lidos todos os dados até o simbolo til (~). Assim, a ordem de chamada
deve ser aquela referente a leitura dos dados no modelo. Observe também que, no caso de ntimeros
decimais, deve-se utilizar o ponto como separador decimal e nao a virgula.

! Modelos;
1237

! Demanda;
3000 2500 500 ~

! Montagem;
1.11.90.7 "7

! Acabamento;
2.5 0.8 4 "~

! Custo de produgdo;
50 90 120 ~

! Custo de terceirizagdo;
65 92 140 ~

! Tempo disponivel para montagem;
6000 ~

! Tempo disponivel para acabamento;
10000

O custo 6timo de producao neste exemplo ¢ de $438.750,00 unidades monetérias, sendo que
na solucao 6tima devem ser produzidas pela propria fabrica 3000 unidades do modelo 1, 625 do
modelo 2 e 500 do modelo 3; enquanto que 1875 unidades do modelo 2 devem ser terceirizadas.
Observe que o gargalo do sistema produtivo é o setor de acabamento, ja que na solugao 6tima nao
ha folga nesse setor; ja na montagem ha 1162,5 horas de folga.
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2.15 Problema de empacotamento (Bin Packing)

Ha um conjunto de contéineres e outro de itens a serem alocados a esses contéineres. Sabe-se que
cada contéiner ¢ tem capacidade cap; e que cada item j tem um peso w;. Determine o nimero
minimo de contéineres necessario para empacotar todos os itens.

Solucao:
Para a formulacao de programacao matematica deste problema, sejam os seguintes parametros
de entrada:

Conteineres: Conjunto dos contéineres

Itens : Conjunto dos itens
w; : Peso do item j
cap; . Capacidade do contéiner

e as seguintes variaveis de decisao:

Yi : Variavel que assume o valor 1 se o contéiner ¢ é usado e 0, caso contrario
xy; ¢ Varidvel que assume o valor 1 se o item j é colocado no contéiner ¢ e 0, caso contrario

Entao o Bin Packing Problem pode ser modelado como:

min > i (BP1)

i€Conteineres
r; = 1 Vj € Itens (BP2)

i€Conteineres
wiz;; < capyy; Vi € Conteineres (BP3)
j€Eltens

z;; € {0,1} Vie Conteineres, Vj € Itens (BP4)
vi € {0,1} Vie Conteineres (BP5)

Neste modelo, a expressd@o (BP1) indica que o objetivo é minimizar o niimero de contéineres.
As restrigoes (BP2) asseguram que cada item é alocado a um tunico contéiner. O conjunto de
restrigoes (BP3) impede que a capacidade de cada contéiner seja ultrapassada. As restrigoes
(BP4) e (BP5) estabelecem que as variaveis de decisao sao binarias.

2.16 Open Dimensional Problem

Considere um objeto retangular de largura W e comprimento suficientemente grande. Considere,
também, a necessidade de se obter, a partir desse objeto, um conjunto de itens diversosi =1,--- ,n
de dimensoées (h;, w;), onde h; é o comprimento e w; < W, a largura (Vide Figura 1).

O Open Dimensional Problem (ODP) consiste em determinar a melhor forma de cortar o objeto
para atender ao pedido, de modo a minimizar o comprimento do objeto utilizado.

A Figura 2 mostra uma solucao para o exemplo da Figura 1, a qual, naturalmente, nao é a
melhor. Nesta solugao, o comprimento do objeto é dado pela soma das alturas dos itens 5, 1 e 6,
isto é, o comprimento utilizado é hs + hy + hg.

Este problema aparece na literatura com uma série de nomes diferentes, dependendo do tipo
de variagao sofrida. No caso de os itens serem retangulos, o ODP recebe os nomes de Rectangular
Strip Packing Problem ou Two-Dimensional Strip Packing Problem. Quando os itens retangu-
lares devem ser colocados no objeto de forma ortogonal, o ODP é conhecido como Orthogonal
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Itens Objetos Objeto
| | S ———
6 4 Faixa 3
|
3 4 [
1l Faixa 2
3
h 5 L L e
5 Faixa 1
w - — 2 ‘
w
Figura 1: Objeto e itens a serem produzidos Figura 2: Exemplo de uma solugao

Rectangular Strip Packing Problem. Ele é denominado Level Packing Problem quando os itens
sao alocados no objeto formando-se niveis. Quando os itens possuem forma nao-regular, como,
por exemplo, na industria de sapatos, o ODP é referenciado como Irreqular Strip Packing Problem
ou Nesting Problem. No caso de itens retangulares, existem duas formas de se cortar os objetos:
de forma guilhotinada e de forma nao-guilhotinada. Na forma guilhotinada, o corte se estende de
um lado ao outro do objeto. Ja na forma nao guilhotinada, o corte acompanha o contorno dos
itens. O modelo apresentado a seguir considera apenas a forma guilhotinada.

Solucao:
No modelo a seguir, os itens sao alocados formando-se faixas e o objetivo consiste em minimizar
a soma dos comprimentos das faixas. Para sua modelagem, considera-se que:

e 0 primeiro item alocado em cada faixa (mais a esquerda) é o dentre os outros
e a primeira faixa do objeto (mais embaixo) é a de maior altura

e 0s itens sao ordenados de forma decrescente em relacao a altura, ou seja, hy > hy > -+ > h,

Como consequencia da terceira consideracao, tem-se que a altura de cada faixa corresponde a
altura h; do item i que a inicializa (primeiro item alocado).

Assim, sendo n o ntumero de faixas formadas para alocar todos os itens demandados, pode-se
definir a seguinte varidvel de decisao:

| 1 Se o item 7 inicializa a faixa 7
9= 0 Caso contrario

Deve-se ressaltar, ainda, que, devido & primeira e terceira consideragao, somente os itens j, tal
que j > i, podem ser alocados na faixa. Essa condic¢ao se deve ao fato de que, se um item j, tal
que j = 1, inicializa a faixa i, ele nao pode ser atribuido novamente a essa faixa. Assim sendo, é
definida a seguinte variavel binéria:

1 Se o item j estiver alocado na faixa i
Ty = .
" 0 Caso contrario
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Assim, o ODP na forma guilhotinada pode ser modelado por:

min > hiy;
i=1

7—1
Zl’z‘j—f—yj = 1 V]zl,,n
i=1
j=i+1
Ui e {0,1} Vi=1,---.n
Tij e {0,1} Vi=1,---,n, Vj=1,---,n, j<i

O primeiro conjunto de restricoes garante que cada item sera alocado uma tnica vez. O
segundo conjunto de restricoes assegura que o somatoério da largura dos itens alocados em cada
faixa nao ultrapassara a largura do objeto. As demais restricoes definem as variaveis de decisao
como binarias.

2.17 Programacao de horarios em escolas (School timetabling)

H& um conjunto P de professores, um conjunto 7" de turmas, um conjunto D de dias da semana
(segunda, terga, quarta, quinta, sexta) e um conjunto H de horarios diarios para a realizagdo
de aulas. Suponha que a cada professor i esta associada uma determinada matéria previamente
alocada e que um professor ¢ nao pode dar mais do que ¢ = 2 aulas por dia para qualquer turma.
Suponha, também, que a cada professor i esté associada uma preferéncia c;,; por dar aula em um
determinado dia k e horério [, onde ¢;; € {0,1,2,---,10} e quanto maior o valor de ¢;; maior
a preferéncia. Seja C'H;; a carga horaria do professor ¢ para a turma j. Elabore um modelo de
programacao inteira que faga a alocacao dos professores as turmas maximizando a preferéncia dos
professores com relagao aos dias e horarios das aulas.

Solugao:
O problema de programacao de horarios em escolas pode ser modelado da seguinte forma:

max Z Z Z Z CiklTijkl (PHl)
ieP jeT keD leH
Yxgm < 1 Vie P, Vke D, Vle H (PH2)
JeET
Dxigw < 1 VieT, Vke D, Vle H (PH3)
i€P
Z Z Tijkt = CHU Vi € P, \V/] eT (PH4)
keDleH
Yoxim < ¢ Vie P,VjeT, Vke D (PH5)
leH
rim € {0,1} Vie P,VjeT, Vke D, Vie H (PH6)

Neste modelo, as restrigoes (PH2) asseguram que fixado um dia e um horério diario, um
professor ndao da aula para mais de uma turma ao mesmo tempo. As restrigoes (PH3) impedem
que uma turma tenha aula com mais de um professor ao mesmo tempo. As restrigoes (PH4)
garantem que a carga horaria de cada professor para cada turma é cumprida. O conjunto de
restrigoes (PH5) impede que uma turma tenha mais de g aulas diarias com um mesmo professor,
enquanto as restrigoes (PHG6) estabelecem que as variaveis de decisdo sao binarias. Finalmente,
(PH1) indica que a preferéncia dos professores é maximizada.

Observa-se que neste modelo as restrigoes (PH5) no indicam que as ¢ aulas sdo consecutivas.
Para modelar este caso, vide trabalho [7], disponivel no enderego eletronico:
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http://www.decom.ufop.br/prof /marcone /Publicacoes/tesemarcone.ps

Uma restricao comum neste tipo de problema é considerar a indisponibilidade do professor.
Neste caso, seja disp;r; = 1 se o professor i esté disponivel no dia k£ e horario diario [ e 0, caso
contrario. Assim, as restrigdes (PH2) devem ser substituidas por:

S ayw < disp Vi€ P,VkeD,vleH (PHT)

JjeT

2.18 Localizacao

[Retirado de Arenales et al. (2007). Vide [1]] A localizagao de facilidades é um aspecto critico
do planejamento estratégico de empresas privadas e publicas. Exemplos tipicos no setor piiblico
envolvem decisoes de localizacao de centros de satide, escolas e estacoes de bombeiros, enquanto
no setor privado tem-se a localizagao de fabricas, armazéns e centros de distribuicao. Em diversas
situagoes, tais como em sistemas de distribuicao, as decisoes da localizacao de facilidades e de
designacao de clientes a facilidades sao feitas simultaneamente.

A seguir, apresentam-se modelos matematicos de alguns problemas importantes de localizacao.
Para tal, considere os seguintes parametros:

J : Conjunto de noés j que representam os clientes

1 : Conjunto de locais ¢ candidatos a localizagao de facilidades

q; : Demanda do cliente j

d;; : Distancia do cliente j a facilidade localizada em 4

cij ¢ Custo de atender a demanda ¢; do cliente j a partir de uma facilidade localizada em i
fi : Custo fixo de instalagao de uma facilidade no local i

@; : Capacidade da facilidade instalada no local 7

2.18.1 p-Medianas

Este problema envolve a localizacao de p facilidades e a designacao de clientes a facilidades de
modo a minimizar a soma das distancias de clientes a facilidades e tal que cada cliente seja atendido
por uma unica facilidade.

Variaveis de decisao:

- 1, se o cliente j é atendido pela facilidade localizada em ¢;
K 0, caso contréario.

~_ J 1, seafacilidade é aberta no local ;
Yi = 0, caso contrario.

O modelo genérico relativo ao problema em questao pode ser assim formulado:

iel jeJ

iel
Z;yi = p (LF4)

1€
i e {0,1} Viel,VjeJ (LF5)
Ui e {0,1} Viel (LF6)
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A fungao objetivo (LF1) minimiza a distancia total de designacao de clientes a facilidades. As
restrigoes (LF2) garantem que cada cliente j é atendido por uma tnica facilidade. As restrigoes
(LF3) asseguram que cada cliente j s6 pode ser designado a uma facilidade que esteja aberta no
local i. A restri¢ao (LF4) indica que exatamente p facilidades sao abertas. As restri¢oes (LF5) e
(LF6) representam o tipo das variaveis.

E importante observar que as restricoes (LF3) fazem a ligagao entre as variaveis x e y. Sem
elas, poderiamos ter, olhando apenas para (LF4), uma solugao do tipo y, = 1 e y4 = 1, indicando
que seriam instaladas facilidades nos locais 2 e 4. Poderiamos ter, também, por (LF2), que z13 = 1
e 11 = 1, isto é, que os clientes 1 e 3 seriam atendidos por uma facilidade instalada no local 1,
0 que nao é correto, pois nenhuma facilidade esta instalada (aberta) no local 1. Este exemplo
mostra a necessidade das restrigoes (LF4). Por elas, dado um cliente j e uma facilidade i, se
y; = 1 entao x;; pode ser 0 ou 1, isto é, o cliente j pode ou nao ser atendido pela facilidade ¢. No
entanto, se y; = 0 ent@o x;; s6 pode ser 0, isto é, se ndo houver uma facilidade instalada (aberta)
no local 7, entao nenhum cliente j pode ser atendido por <.

2.18.2 p-Centros

[Retirado de Arenales et al. (2007). Vide [1]|] Este problema envolve a localizagao de p facilidades
e a designacao de clientes a facilidades de modo a minimizar a distancia méxima de clientes a
facilidades. Este problema admite variacoes do modelo basico. O problema de p-centros-nos
restringe os noés de facilidades aos noés de clientes, enquanto o problema de p-centros-absolutos
permite que os nés de facilidades estejam em qualquer lugar dos arcos que ligam nos de clientes.

Para formular este problema, considere as variaveis do problema das p-medianas e a seguinte
variavel adicional:

r : Distancia maxima de um cliente quando designado a uma facilidade

O modelo de programacao inteira referente a esse problema pode ser formulado como:

min r (LF6)
el
el
i = p (LF4)
1€
z; € {0,1} Viel, VjeJ (LF5)
vy € {01} Viel (LF6)

A funcado objetivo (LF6) minimiza a distancia méxima de um cliente a uma facilidade. A
restricao (LF7) expressa r como um limitante superior da distancia de cada cliente j a uma
facilidade. As demais restrigoes sao idénticas as do problema das p-medianas.

2.18.3 p-Medianas capacitado

Neste caso, associa-se uma capacidade @); a facilidade instalada no local 7. Assim, as restrigoes
(LF3) sao substituidas por:

YTy < Qi Yiel (LFY)

jeJ
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2.19 Mistura de Minérios com Metas de Qualidade

Uma mineradora recebe uma encomenda para produzir 6000 toneladas de minério atendendo a
especificacao abaixo.

Elemento | Teor Minimo | pfets | Teor Méaximo
quimico permitido permitido
Fe (%) 44,5 47,0 49,5

Al,O3 (%) 0,27 0,32 0,37
P (%) 0,035 0,040 0,043

PPC (%) 2,05 2,35 2,65
He (%) 38 40 50

Sabe-se que esta encomenda pode ser atendida a partir de um conjunto de pilhas de minérios,
cuja composicao e disponibilidade sao relacionadas a seguir.

Fe | Al,O5 P PPC | He | Massa
(%) | (%) | (%) | (%) | (%) | (ton)
01 52,64 | 0,52 | 0,084 | 4,48 | 45 1500
02 39,92 | 0,18 | 0,029 | 0,65 | 97 2000
03 | 47,19 | 0,50 | 0,050 | 2,52 | 52 1700
04 |4936| 0,22 | 0,039 | 1,74 | 78 1450
05 |4394| 0,46 | 0,032 | 2,36 | 41 1250
06 | 4897 | 0,54 | 0,057 | 4,34 | 90 1890
07 | 47,46 | 0,20 | 0,047 | 5,07 9 1640
08 | 46,52 | 0,32 | 0,039 | 3,51 4 1124
09 56,09 | 0,95 | 0,059 | 4,10 | 80 1990
10 | 46,00 | 0,26 | 0,031 | 2,51 21 900
11 49,09 | 0,22 | 0,040 | 420 | 12 | 1540
12 | 49,77 | 0,20 | 0,047 | 4,81 12 1630
13 53,03 | 0,24 | 0,047 | 4,17 1 1320
14 5296 029 |0,052] 481 | 1 | 1245
15 | 42,09 | 0,17 |0,031 | 1,38 | 47 1859

Pilha

A tabela a seguir classifica os parametros de controle em 5 critérios: Irrelevante (-), Impor-
tante (I), Muito Importante (MI), Critico (C) e Muito Critico (MC), cujos pesos sao também
apresentados.

Critério - I MI C MC

Peso do Critério | 0 1 5 10 100

Parametro Fe | Al,O3; | P | PPC | He
Critério MI - MC C -

Considere, ainda, os seguintes pesos para comparar os diversos parametros de controle entre
Si:

Parametro Fe | Al,O3 | P | PPC | He
Peso de comparacgao | 1 100 | 1000 10 1
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Suponha que se possa retomar apenas multiplos de 10 toneladas e que para cada pilha s6 se
pode retomar um minimo de 500 toneladas. Qual a estratégia da mineradora para atender ao pe-
dido, de forma que as especificagoes de qualidade estejam mais proximas das metas especificadas?
Observacao: considere que a penalidade pelo desvio de atendimento a meta é igual ao produto do
peso de comparagao pelo correspondente peso do critério.

Modelo de Programacao Matematica

Sejam os seguintes dados de entrada para o problema:

parametros Conjunto de parametros de controle;

pilhas : Conjunto de pilhas;

tl; : Teor minimo admissivel para o parametro j no produto final (%);
tr; : Teor desejavel para o parametro j no produto final (%);
wdt; : Peso do desvio da meta para o parametro j;

din; : Desvio negativo da meta para o parametro j, em toneladas;
dtp; : Desvio positivo da meta para o parametro j, em toneladas;
Qu; : Quantidade méxima disponivel na pilha i, em toneladas;
nunidret; : Nimero de unidades de retomada;

tij : Teor do parametro j na pilha i (%);

P : Producgao total requerida, em toneladas.

e as seguintes variaveis de decisao:

x; : Quantidade de minério a ser retirada da pilha i, em toneladas;
o 1 se a pilha ¢ for usada;
%o 0 caso contrario.

O modelo de programacao matematica para o Exercicio 2.19 é:

min Yo (wdtj x dtn; +wdt; x dtp;)
JjEparametros
Yo (tij—tuj)z;, <0 Vj € parametros
i€pilhas
> (ti—tl)x;, > 0 Vj € parametros
i€pilhas
Yo ((tij —try) X x;) +din; —dtp; = 0 Vj € parametros
i€pilhas
T < Quy Vi € pilhas
Z Ty = P
i€pilhas
nunidret; = x;/unidret Vi € pilhas
v > x/Quy Vi € pilhas | Qu; # 0
x; > retmin Xy Vi € pilhas
nunidret; € 7% Vi € pilhas
v € {0,1} Vi € pilhas
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Seguem a planilha com os parametros de entrada e saida para o Problema da Mistura em

questao, juntamente com a implementacao LINGO.

Modelo Lingo

A B D E F G H I i K L [
] MISTURA DE MINERIOS COM METAS
3
4 Produgdo:| 6.000 }‘—p Fe (%) |AI203 (%) P(%) PPC (%) | He (%) |* parametros Critérios Pesos
5 Limite Superior 49 5 037 0,043 265 50 +fu Irrelevante 0
] retmin Meta 47.0 0,32 0,040 235 40 +tr Importante 1
T Limite Inferior 445 027 0,035 205 33 - tl Muito Importante 5
8 Retomada Min:[__ 500 | Critico 10
9 [ PesoComparagdo [ 1 [ 100 [ o000 [ 10 [ 1 ] IMuite Critico 100
1|uI Unid.de Retomada:[ 10 | | Critério [ 5 0 | 1o [ 1w | 1 ]
12 unidret [PesoDesviodaMeta] 5 | 0 [ 100000 [ 100 [ 0  Jewdt
13 Custo Total:
_1r4r| | Mistura [ 470 | 029 | o040 | 235 | 45 |
16 [Desvio negativo (100t)] 0,00 | 20860 | 000 | 000 | 000 |«din
17 [Desvio positivo (100t} 050 | 000 [ o000 [ 0,00 [31060,00]«dtp solucao
13 ¥
19 Massa (t) | Fe (%) [AI203 (%)] P (%) | PPC(%)] He (%) | Custos ($it) | A retomar (t)
20 Pilha 1 1500 52,64 0,52 0,084 443 45 10,50 0,00
2 Pilha 2 2000 39,92 0,18 0,029 0,65 97 12,50 500,00
2 Pilha 3 1700 47,19 0,50 0,050 252 52 12,00 1480,00
23 Pilna 4 1450 49,36 0,22 0,039 174 78 10,00 980,00
24 Pilha & 1250 4394 0,45 0,032 236 41 11,50 0,00
5 Pilha & [ 4397 0,54 0,057 434 90 11,00 0,00
26 Pilha 7 1640 47,46 0,20 0,047 507 9 10,80 0,00
27 Pilha & 1124 46,52 0,32 0,039 3,51 4 11,20 0,00
28 Pilha 9 1550 56,09 0,55 0,059 4,10 80 10,40 0,00
29 Pilha 10 900 46,00 0,26 0,031 251 21 12,00 730,00
30 Pilha 11 1540 4909 0,22 0,040 420 12 10,30 0,00
3 Pilha 12 1630 4977 0,20 0,047 481 12 11,90 0,00
32 Pilha 13 1320 53,03 0,24 0,047 417 1 12,30 1190,00
33 Pilha 14 1245 52,96 0,29 0,052 481 1 11,10 0,00
34 Pilha 15 1859 42,09 0,17 0,031 138 47 12,10 1120,00
5 A t + [} [ + +
35 pilhas Qu teor custo

title: MisturaMetas(R).1g4;

sets:

parametros /@ole("MisturaMetas(R).xls’,'parametros’) /: tl, tu, tr, wdt, dtn, dtp;
pilhas /@ole(’MisturaMetas(R).xls’,’pilhas’) /: Qu, nunidret, x, y;
matriz(pilhas,parametros): t;

endsets

data:

! Importa os dados do Excel;

tl, tu, tr, t, wdt, Qu, p, retmin, unidret =
@ole(’MisturaMetas(R).xls’,’t],’tu’, tr’ "teor’, " wdt’,’Qu’,’p’,’retmin’, 'unidret’);

enddata

! Minimizar o desvio do teor de cada parametro j em relacao a sua meta de qualidade;

[fo] min = @sum(parametros(j): wdt(j)*dtn(j) + wdt(j)*dtp(j));

! O limite superior de especificacao deve ser satisfeito para cada parametro j;
@for(parametros(j): @sum(pilhas(i): (t(i,j) - tu(j))*x(i)) <= 0);

! O limite inferior de especificacao deve ser satisfeito para cada parametro j;
@for(parametros(j): @sum(pilhas(i): (t(i,j) - t1(j)) x x(i)) >= 0);
I A meta de qualidade deve ser buscada para cada parametro j;

@for(parametros(j): @sum(pilhas(i): (t(i,j) - tr(j))

x x(i)) + dtn(j) - dtp(j) = 0);
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I' A quantidade a ser retomada em cada pilha i deve ser inferior ou igual a Qu(i);

@for(pilhas(i): @BND(0, x(i), Qu(i)));

' A producao total deve ser igual a p;

@sum(pilhas(i): x(i)) = p;

I' A quantidade x(i) a ser retomada na pilha i deve ser multipla de unidret;

@for(pilhas(i): nunidret(i) = x(i) / unidret);

! Se for retomada qualquer quantidade na pilha i entao y(i) = 1.

@for(pilhas(i) | Qu(i) #ne# 0: y(i) >= x(i)/Qu(i));

I Se for retomar alguma pilha i a quantidade x(i) a retomar deve ser superior ou
igual a retmin;

@for(pilhas(i): x(i) >= retmin*y(i));

I' A variavel nunidred(i) é inteira e y(i) binaria,;

@for(pilhas(i):
QGIN (nunidret(i));

GBIN(y (i)

);

data:
! Exporta os resultados para Excel;
@ole("MisturaMetas(R).xls’,’dtn’,’dtp’,’solucao’) = dtn, dtp, x;
enddata

2.20 Problema das Usinas

Uma empresa siderirgica possui 3 usinas e cada uma delas requer uma quantidade mensal minima
de minério para operar. A empresa adquire minério de 4 minas diferentes. Cada uma das minas
tem uma capacidade maxima de producao mensal estabelecida. Por imposi¢oes contratuais, o
custo do minério para a empresa é composto por um custo fixo mensal para cada mina (este valor
¢ pago em caso de haver produgdo na mina), mais um custo de transporte ($/t) que varia de
acordo com a distancia entre as minas e usinas (cada par mina/usina tem um custo diferente). Os
dados sao mostrados na tabela a seguir:

MINAS Usina 1 | Usina 2 | Usina 3 Latp, mse, das | Do
minas (t/meés) | Fixo ($)
Mina 1 ($/t) 10 8 13 11500 50000
Mina 2 ($/t) 7 9 14 14500 40000
Mina 3 ($/t) 6,5 10,8 12,4 13000 30000
Mina 4 ($/t) 8,5 12,7 9,8 12300 25500
Quant. req. (t/més) | 10000 15400 13300 - -

Construir um modelo de otimizacao para determinar a quantidade de minério a ser comprada
de cada mina e levada a cada usina de forma a minimizar o custo total de compra de minério.
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Modelo de Programacao Matematica

Sejam os seguintes dados de entrada para o problema:

minas : Conjunto de Minas ;

usinas . Conjunto de usinas;

cap; . Capacidade de producao da mina ;

cfixo, . Custo fixo de utilizagao da mina ;

demanda; : Demanda requerida pela usina j;

custo;; : Custo de transporte de minério da mina ¢ para a usina j.

e as seguintes variaveis de decisao:

z;; : Quantidade de minério a ser transportado da mina ¢ para a usina (j), em toneladas;
' 1 se a mina 7 for usada;
Yi o 0 caso contrario.

O modelo de programacao matematica para o Exercicio 2.20 é:

min Z Z (CUStOZ‘j X .771']') + Z (CﬁIOi X yz)

1Eminas jEusinas iEminas
s.a:
oo oxy < cap; Vi € minas
JjEusinas
>, x; = demanda, Vj € usinas
ieminas
vi > (Y wyj)/cap; Vi € minas
JEusinas
r; = 0 Vi € minas,Vj € usinas

v € {0,1} Vi € minas
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Modelo LINGO

A B C 0 E F G H | J K L M
1 USINAS
3
4 minas usinas
5 Usina
[i] Mina 1 2 3 *| Capacidade | Custo Fixo
i 1 10 8 13 11.500 RS 50.000,00
8 2 L 9 14 14.500 RS 40.000,00
9 3 65 10,8 12,4 13.000 RS 30.000,00
10 4 35 127 98 12.300 RS 25.500,00
11 " 1
12 custo cap cfixo
13
14 [Demanda] 10.000 [ 15400 [ 13.300 |+ demanda
15
16
17 SOLUCAQ
18
19
20 Usina
21 Mina 1 2 3 Fornecido
22 1 0 1] o 0
23 2 1] 14.500 o 14.500
24 3 10.000 900 1.000 11.500
25 4 0 1] 12.300 12.300
26 + + 4
berd solucao
28
28 [Atendido] 10.000 [ 15400 [ 13.300 |
30
31
2| Custo Tota [ - e
33
)
35

Title: Usinas(R).lg4;

sets:

minas/@ole(’Usinas(R).xls’,’minas’) /: cap, cfixo, y;

usinas/@ole(’Usinas(R).xls’,'usinas’) /: demanda;

matriz(minas,usinas): custo, x;

endsets

data:

! Importa os dados do Excel;

cap, cfixo, demanda, custo = @ole('Usinas(R).xls’,’cap’,’cfixo’,’"demanda’;’custo’);

enddata

! Minimiza os custos com transporte entre as minas e o custo fixo de utilizagao das minas;

[fo] min = @sum(matriz(i,j): custo(i,j)*x(i

! Total transportado de uma mina para as usinas

capacidade de produgao da mina;

J)) + @sum(minas(i): cfixo(i)*y(i));

deve ser menor ou igual a

@for(minas(i): @sum(usinas(j): x(i,j)) <= cap(i));

I' A quantidade de minério que chega a uma usina deve ser igual & demanda da mesma,

uma vez que a oferta é maior que a demanda ;

@for(usinas(j):@sum(minas(i): x(i,j)) = demanda(j));

! Se houver produgao na mina i entao y(i) = 1;

@for(minas(i): y(i) >= @sum(usinas(j):

x(i,j)) / cap(i));
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I' As variaveis y(i) sao binarias;

@for(minas(i): @BIN(y(i)));

data:
! Exporta os dados para o Excel;
@ole("Usinas(R).xls’,’solucao’,’ctotal’) = x, fo;
enddata

2.21 Dimensionamento de lotes

Empresas de manufatura fabricam, em geral, diversos tipos de produtos solicitados por diferentes
clientes, muitas vezes em grandes quantidades, os quais devem estar prontos para entrega em
diferentes datas previamente agendadas. Como as fabricas tém capacidade de producao limitada
devido a quantidade de maquinas, mao-de-obra etc. disponiveis, é necessario planejar a producao,
isto é, decidir o qué e quanto produzir (em outras palavras, dimensionar os lotes de produgao),
assim como quando produzir. A necessidade de antecipagao da fabricagao de produtos estocados
de um periodo para outro acarreta custos de estocagem e algumas dificuldades operacionais. No
planejamento da producao, deseja-se determinar o tamanho dos lotes de producao para atender a
demanda na data solicitada de modo que a soma dos custos de produgao e estocagem seja minima.

Considere uma empresa que fabrica n produtos e deseja programar sua produgao nos préximos
|T| periodos de tempo. Este conjunto de periodos de tempo para o qual a empresa planeja sua pro-
ducao é denominado horizonte de planejamento. Suponhamos que a demanda de cada produto em
cada periodo do horizonte de planejamento é conhecida. Em cada periodo, os recursos necesséarios
para a produgao sao limitados e renovaveis, isto é, em cada periodo, uma quantidade de recursos
esta disponivel e nao depende de como foram utilizados nos periodos anteriores. Exemplos de
recursos renovaveis sao mao-de-obra, energia elétrica e horas de maquinas, enquanto recursos nao
renovaveis sao, por exemplo, matérias-primas que sobram em um periodo e podem ser utilizadas
nos periodos seguintes. Ha a possibilidade de estocagem de produtos de um periodo para o outro.
Considere os seguintes dados do problema:

di; : demanda do item ¢ no periodo t

R, : disponibilidade de recursos renovaveis no periodo ¢

i . quantidade de recursos necesséarios para a producao de uma unidade do item 2
¢+ custo de produzir uma unidade do item ¢ no periodo ¢

h; . custo de estocar uma unidade do item ¢ no periodo ¢

T : conjunto dos periodos do horizonte de planejamento

e as seguintes variaveis de decisao:

i . namero de itens do tipo ¢ produzidos no periodo t
I;; : numero de itens do tipo ¢ em estoque no final do periodo ¢

Os estoques iniciais do horizonte de planejamento [y s@o dados. A seguir, sdo detalhadas as
restrigoes do problema.
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n T
minimizar Zi(eit:pit + hitlit) (2.1)
th fl-:}z',t_l — Ly =diy Yi=1,2,...,n;t=1,2---,|T| (2.2)
zn:rixit <R Vt=1,2,---,|T| (2.3)
- In € Z" Yi=1,2,--,n;t=1,2--|T| (2.4)
vy € LY Vi=1,2,- ,n; t=1,2,--,|T] (2.5)

A funcdo objetivo (2.1) visa a minimiza¢ao dos custos com a producdo e a estocagem dos
produtos em cada periodo do horizonte de planejamento. As restrigoes (2.2) sao de conservagao
de estoque. Assim, para cada item i, o nivel de estoque no final do periodo t é igual ao que se
tinha em estoque no final do periodo anterior (¢ —1), adicionado ao montante que foi produzido no
periodo ¢, menos o que foi demandado no periodo ¢t. As restrigoes (2.3) asseguram que a capacidade
requerida para a producao dos itens em cada periodo ¢t nao pode superar a capacidade disponivel
da fabrica. As restri¢oes (2.4) asseguram o atendimento & demanda. De fato, a quantidade z;; do
item 7 produzida no periodo ¢ mais a quantidade em estoque no final do periodo anterior, I;; 1,
deve ser maior ou igual a d;;, ou seja, x4+ 1; ;1 > d;;. Nesta tltima expressao, o termo a esquerda
representa, por defini¢ao, I;;. Logo, garante-se o atendimento as demandas impondo-se I;; > 0 e
inteiro.

2.22 Planejamento da producao

[Retirado de Arenales et al. (2007). Vide [1]] A seguir, s@o apresentados alguns modelos impor-
tantes de planejamento da producao, conhecidos na literatura como modelos de dimensionamento
de lotes (lot sizing). Os modelos apresentados possuem as seguintes caracteristicas comuns: (a) o
horizonte de planejamento ¢é finito e dividido em periodos; (b) a demanda de cada item em cada
periodo é dinamica, isto é, varia ao longo do horizonte de planejamento; (¢) a demanda e outros
parametros dos modelos sao supostos conhecidos, isto é, tratam-se de modelos deterministicos.
Existem outros modelos em que o horizonte pode ser infinito, a variavel tempo é continua, a de-
manda é expressa como uma taxa em relacao ao tempo, e ainda modelos em que a demanda é
estocastica. Para enunciar os modelos matematicos, considere os seguintes parametros:

d;; . demanda do item ¢ no periodo t

b; : tempo para produzir uma unidade do item ¢

C; : capacidade de producgao, em horas, de uma maquina ou instalacao no periodo ¢
sp; : tempo de preparagao de maquina para processar o item i

S; . custo de preparagao do item ¢

h;  : custo unitario de estoque do item ¢

I?  : estoque inicial do item i

n : namero de itens finais

T : conjunto dos periodos do horizonte de planejamento

Considere, também, as seguintes variaveis de decisao:
z;; = quantidade do item i produzida no periodo ¢ (tamanho do lote)
I;; = estoque do item ¢ no fim do periodo ¢
| 1, seoitem i é produzido no perfodo ¢
Yt { 0, caso contrario.
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2.22.1 Um item sem restricao de capacidade

[Retirado de Arenales et al. (2007). Vide [1]] O problema mais simples de dimensionamento de
lotes envolve um tnico item, sem restricao de capacidade. Neste caso, h é o custo unitario de
estoque; s é o custo de preparacao do item; Iy é o estoque inicial; I; é o estoque do item no fim
do periodo t; z; é a quantidade do item produzida no periodo t e y; = 1 se o item for produzido
no periodo t e 0, caso contrario. Seu modelo é:

min = > (s Xy +h x ") (DL1)
teT
[t = It,1 + Ty — dt YVt € T, [0 = [|T| =0 (DL2>
7|
k=t
2 > 0 VteT (DL4)
I > 0 VteT (DL5)
w € {01} VteT (DL6)

A fungao objetivo (DL1) minimiza o custo total de preparagao e estoque. As restrigoes (DL2)
representam equagoes de balanceamento de estoque em cada periodo t. Se Iy > 0 use esse estoque
inicial para abater demandas no horizonte; portanto, pode-se assumir, sem perda de generalidade,
que Iy = 0. Além disso, na solugao 6tima I = 0 é uma decorréncia da minimizacao do custo
de estoque. As restrigoes (DL3) garantem que a produgao no periodo t é limitada superiormente
pela demanda acumulada do periodo t ao tltimo periodo |T'|, e que o tamanho do lote é positivo,
isto ¢, x; > 0 somente se ha produgao no periodo t (y; = 1). As restrigdes (DL4), (DL5) e (DL6)
indicam o tipo das variaveis.

No caso em que a demanda pode ser atendida com atraso, atribui-se uma penalidade § por
unidade de demanda nao atendida no periodo ¢t. Considere as variaveis:

I} . estoque no fim do periodo ¢
I;7 : falta (demanda nao atendida) no periodo ¢

Com a introducao destas novas variaveis, a formulagao anterior é modificada para a seguinte:

min Y (sxy + hxI + 0xI) (DLT)
teT
-1 = L' -1 ,+x—d VteT, If=I;=0 (DL8)
7|
k=t
> 0 VteT (DL10)
r> 0 VteT (DL11)
I >0 VteT (DL12)
v, € {0,1} VieT (DL13)

A fungao objetivo (DL7) minimiza o custo total de preparagao, estoque e demanda nao aten-
dida. As restri¢oes de balanceamento (DL8) levam em considerac¢ao o estoque e a demanda nao
atendida em cada periodo ¢. As restrigoes (DL9) sdo idénticas as restrigdes (DL3), e as restrigoes
(DL10) a (DL13) indicam o tipo das variaveis.

A consideragao de demanda nao atendida pode ser incluida nos modelos a seguir, de acordo
com o exposto anteriormente.
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2.22.2 Multiplos itens e restricao de capacidade

[Retirado de Arenales et al. (2007). Vide [1|] Este problema, conhecido na literatura como
capacitated lot sizing problem, trata de um conjunto N de itens que devem ser processados em
uma Unica méquina ou facilidade, com restri¢oes de capacidade, e pode ser modelado como:

min Z Z(SZ X Y + hz X Izt) (DL].4)
i€EN teT
[it = Ii,tfl + Ty — dit Vi € N, YVt € T, ]iO =0 (DLl )
Z (Spl X Yit + bl X xit) S Ct VteT (DLl )
1EN
Tit < Mit X Yit VteT (DLl?a)
||
My = min{% S"dy} Vie N,VteT (DL17b)
Y k=t
zy > 0 Vie N, VteT (DL18)
Iy > Vie N, VteT (DL19)
ye € {0,1} Vie N, VteT (DL20)

A funcao objetivo (DL14) minimiza o custo total de preparagao e estoque. As restri¢oes (DL15)
correspondem ao balanceamento de estoque de cada item i em cada periodo t. As restri¢oes
(DL16) expressam que em cada periodo ¢, o tempo total de preparacdo e producao é limitado pela
capacidade disponivel. As restrigoes (DL17a) implicam que z; > 0 se e somente se y; = 1. O
limitante M;; em (DL17b) é o minimo entre a capacidade restante no periodo ¢ (se i é produzido
nesse periodo) e a demanda acumulada do periodo ¢ ao periodo |T'|. As demais restrigdes indicam
o tipo das variaveis de decisao.

2.23 Representacao de restricoes disjuntivas

Em muitos problemas préticos, requer-se que apenas uma dentre varias restrigoes seja satisfeita.
Esse tipo de situacao aparece com frequéncia em problemas de programacao de tarefas em ma-
quinas, como os apresentados na Sec¢ao 2.24.

Consideremos inicialmente o caso de duas restrigoes, sendo que apenas uma delas deve estar
ativa. Sejam as restrigoes:

r(xy, To, e, x,) < by (2.6)
(2.7)

Neste caso, basta definir uma variavel binaria y tal que se y = 1 entao r; estara ativa e se
y = 0 entao é ro quem estara ativa. Matematicamente, podemos representar isto por:

TQ(xlv Loy - - ,f['n)

ri(z1, T2, xn) <0+ M(1—y) 2.8)
ro(x1, T, -+ Tn) < by + My (2.9)
em que M é um ntmero suficientemente grande.
Exemplo: Considere as restrigoes:

2x1 + bre < 100 (2.11)
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Figura 3: Exemplo de restri¢oes disjuntivas

As linhas cheias da Figura 3 mostram as retas que geram os semi-espacos definidos pelas
restrigoes (2.10) e (2.11). Ja as linhas vermelhas (mais grossas) mostram o quanto essas retas tém
que ser transladadas de forma que elas sejam redundantes, isto é, nao ativas.

Para encontrar as retas vermelhas (em linhas mais grossas) proceda como segue. Gere, inici-
almente, a reta base. Seja a reta 4x; + 2x, = 80, a qual é geradora do semi-espaco definido pela
restrigao (2.10). Explicitando x5 dessa equagao e simplificando, tem-se: 2xy = 80 — 4x;. Para ser
redundante, essa reta tem que ser transladada, no minimo, 30 unidades & direita do ponto (20,
0), isto é, deve passar pelo ponto (50, 0) ou a direita dele pois, caso contrario, ela interceptaria
o semi-espago definido pela restricao 2z, + bxy < 100, eliminando alguns pontos do espago de
solucoes viaveis. Assim, precisamos determinar o valor de M tal que 2x5 = 80 + M — 4x; passe
pelo ponto (50, 0), isto é, 0 = 80 + M — 4 x 50. Resolvendo, tem-se M = 120. De forma andaloga,
repetindo-se o procedimento para a outra reta, conclui-se que o valor M a ser adicionado ao lado
direito da segunda restricao ¢ 100.

Observe que o menor valor de M é dado por max{120,100} = 120. Um valor pequeno de
M é desejavel para acelerar os métodos de resolucao de problemas de programacao inteira. A
representacao matemaéatica da disjuncao das duas restrigoes apresentadas ¢ dada, entao, por:

4dxy + 229 < 80 4 120(1 — y) (2.12)
Se tivermos m restri¢oes () < by, ro(z) < by, - -+, 1 (x) < by, € apenas uma delas deve estar

ativa ao mesmo tempo, entao criamos m variaveis binarias y; e escrevemos:
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7’1(1’1,1‘2,--- 7xn) §b1+M(1_y1) (214)
T2<xlax2>"' ,l’n) §b2+M(1_y2> (215>

_ (2.16)

7’1‘(1'1,332, T 7'1.71) S bl + M(l - yl) (217)

: (2.18)

T’m(fﬁl,l’g, Tt 71771) S bn + M<1 - ym) (219)
Ay +o Ayt Fyn=1 (2.20)
ye {01} Vi=1,2,---,m (2.21)

Assim, se y; = 1 entao r;(z) < b; + M(1 — y;) = b; e esta restrigdo fica ativa e as demais,
inativas. Se y; = 0 entao r;(x) < b; + M (1 —y;) = b; + M fica redundante (inativa) e, portanto,
satisfeita para qualquer valor de x, uma vez que M é um nimero arbitrariamente grande.

2.24 Sequenciamento em uma maquina

[Retirado de Arenales et al. (2007) [1]] Considere um conjunto N de tarefas a serem processadas em
uma maquina. Todas as tarefas estao disponiveis para processamento no instante zero e admite-
se que a interrupgao (preemption) de qualquer tarefa ndo é permitida. Considere os seguintes
parametros inteiros e nao-negativos:

Di . tempo de processamento da tarefa ¢
d; : data de entrega da tarefa i
M : namero arbitrariamente grande

Sejam as seguintes variaveis de decisao:

C; = instante de término do processamento da tarefa i
T, = atraso da tarefa i, dado por T; = max{C; — d;,0}
E; = adiantamento ou avango da tarefa ¢, dado por F; = max{d; — C;,0}
L; = lateness da tarefa i, isto é, L; = C; — d;
- { 1, se a tarefa ¢ precede imediatamente a tarefa j
¥ 1 0, caso contrario.

Observe que o lateness mede o grau de atraso, o qual pode ser negativo. Neste ultimo caso, o
valor negativo indica que a tarefa nao esta atrasada e, sim, adiantada em relacao a sua data de
entrega.

Seja zero (0) uma tarefa ficticia que precede imediatamente a primeira tarefa e sucede ime-
diatamente a ultima tarefa de uma sequéncia de tarefas. A partir desses parametros e variaveis,
é possivel formular problemas com critérios distintos de otimizacao. As seguintes restrigoes sao
comuns a todos os problemas:

1€NU{0},i#7

JENU{0},j#1
Cj > O, — M+ (pj + M).%‘z] Vie NU {0}, Vj e N (S?))
z; € {0,1} vie NU{0}, vj e NU{0} (S5)
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As restrigoes (S1) e (S2) garantem que cada tarefa tem apenas uma tarefa imediatamente
predecessora e uma tarefa imediatamente sucessora, respectivamente. Quando z;; = 1 a restrigao
(S3) implica que C; > C; + p; e se z;; = 0, entdo C; — C; > —M, isto é, a restricao (S3) fica
redundante (desativada). As restrigdes (S4) e (S5) indicam o tipo das variaveis. Observe que Cy

¢é fixado em ZERO.

2.24.1 Minimizacao do tempo de fluxo total

O tempo de fluxo total corresponde & soma dos tempos de término das tarefas, isto &, >  C;. O
€N
problema, entao, consiste em:

min Y C;
ieN

(S1) - (S5)

Pode-se demonstrar que a solu¢ao 6tima deste problema é dada pela regra SPT (shortest pro-
cessing time), em que as tarefas sdo sequenciadas em ordem nao decrescente dos tempos de proces-
samento, isto ¢, as tarefas sao processadas na sequéncia [1], [2], ..., [n], tal que ppy; < ppgy < -+ < ppy
e [i] corresponde & tarefa da i-ésima posi¢ao. Por exemplo, pp é o tempo de processamento da
tarefa que ocupa a segunda posicao na sequéncia de produgao.

Exercicio:
Determine o tempo de fluxo total do problema de sequenciamento a seguir, em que ha 7 tarefas
com os seguintes tempos de processamento e datas de entrega.

Tarefas 1 2 3 4 5 6 7
Tempo de processamento (p) 7 4 2 5 6 3 1
Data de entrega (d) 13 10 6 9 3 20 4

Segue o modelo LINGO. Observe, neste modelo, que o conjunto Tarefas envolve as tarefas
reais 1,2,---,7 e mais a tarefa ficticia 0. Assim, quando é necessario referenciar apenas as tarefas
reais, ¢ necessario excluir a tarefa 0 (de indice 1).

sets:
Tarefas / 0123 4567/: p, d, C;
Matriz(Tarefas, Tarefas): x;

endsets

data:
p=0 7 4 2 5 6 31;
d=01310 6 9 3 20 4;
M = 1000;

enddata

[fol] min = @sum(Tarefas(i) | i #NE# 1: C(i));

@for (Tarefas(j):
Q@sum(Tarefas(i) | i #NE# j: x(i,j)) = 1);

@for (Tarefas(i):
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@sum(Tarefas(j) | j #NE# i: x(i,j)) = 1);

@for(Tarefas(j) | j #NE# 1:
@for(Tarefas(i):
C(j) >=C@1) - M+ (p(§) + M*x(i,j)));

c(1) = 0;

@for (Tarefas(j):
@for(Tarefas(i):
@bin(x(i,j))));

O fluxo total 6timo deste exemplo é 84, sendo a sequéncia 6tima dada por 7 — 3 — 6 — 2 —
4 — 5 — 1. As datas de término sao C'(1) = 28, C'(2) = 10, C(3) = 3, C(4) = 15, C(b) = 21,
C(6)=6eC(7)=1.

2.24.2 Minimizagao do atraso maximo

O atraso maximo, denotado por T,,.., esta associado & tarefa com maior diferenca entre seu

instante de término e data de entrega, isto é, T, = maxT;. Observe que T; = max{C; — d;,0}
1EN

implica T; > C; — d; e T; > 0. O problema de minimizacao de T,,,, pode, entao, ser formulado
como:

min  T00
T > T; Vie N
T, > C;—d;, VieN
T, > 0 Vie N
(S1) - (S5)

Demonstra-se que a solugao 6tima deste problema é dada pela regra EDD (Earliest Due Date),
que consiste em sequenciar as tarefas em ordem nao decrescente das datas de entrega, isto é, as
tarefas sao processadas na sequéncia: [1],[2],--- , [n] tal que djy) < djy < -+ < djyy.

2.24.3 Minimizagao da soma dos atrasos

Com este critério de otimizagao, o problema é modelado como:

min Y T;
€N
T, > Ci—d; VieN
7, > 0 Vie N
(51 - (S5)

2.24.4 Minimizagao da soma dos atrasos e adiantamentos

Este problema é modelado como:
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iEN
T, > C;—d;, VieN
E, > d,—C; VieN
T > 0 Vie N
E, > 0 Vie N
(S1) - (S5)

2.24.5 Minimizagao do nimero de tarefas atrasadas

Sejam as variaveis y; = 1 se a tarefa i esté atrasada e y; = 0, caso contrario. Entao a formulagao
do problema é dada por:

min Y y;
ieN
T, > Ci—d; VieN
T, < My; Vie N
7, > 0 Vie N
vy, € {0,1} VieN
(S1) - (S5H)

Note que se T; > 0 entao y; = 1.

2.24.6 Minimizacao do lateness maximo

Seja Ly, = max L; o lateness maximo. Como a varidvel L; é livre, isto é, pode assumir valores
iEN

negativos ou nulos ou positivos, definamos L; = L} — L;, com L} > 0e L; > 0. Desta maneira, o
problema pode ser representado pelo seguinte modelo, onde todas as varidveis sao nao-negativas:

min Loz
Law > Lf—L; VieN
Li > 0 Vie N
Ly > 0 Vie N
(51) - (59)

Demonstra-se que a solugao 6tima deste problema também é dada pela regra EDD (FEarliest
Due Date).
2.24.7 Sequenciamento com tempo de preparagao de maquina

Considere agora que para processar uma tarefa ¢ seja necessario um tempo de preparacao de
méaquina dado por s;, conhecido como tempo de setup. Se esse tempo for independente da sequén-
cia, basta incorpora-lo ao tempo de execugao dessa tarefa, isto é, basta considerar o tempo de
processamento da tarefa i como s; + p;. Neste caso, o conjunto de restrigoes (S3) é alterado para:

Se, por outro lado, o tempo de preparacao for dependente da sequéncia, entao o conjunto de
restrigoes (S3) deve ser substituido por:

Cj > C;— M+ (Sij + p; +M)ZL'Z] Vi € NU{O}, Ve N (87)
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onde s;; indica o tempo de preparacao da maquina para processar a tarefa j imediatamente apos
a tarefa 7.

Todas as formulagoes anteriores continuam vélidas ao se substituir (S3) por (S6) ou (S7).
No caso de o tempo de preparacao for dependente da sequéncia, o problema de minimizagao do
makespan, representado por C,,.., consiste na determinacao do tempo total para processar todas
as tarefas, isto é, Cyue = Izréz]x\?( C; e pode ser formulado como:

min Crnaz
Cmax 2 Oz VZ € N
(S1)-(S2) -(S7) - (S4)-(ShH)

2.24.8 Sequenciamento em uma maquina com penalidades por antecipacao e atraso
da producao

Apresentamos a seguir uma classe de problemas de sequenciamento em uma maquina com penali-
dades por antecipagao e atraso da produgao (PSUMAA), o qual tem as seguintes caracteristicas:

(a) Uma méaquina deve processar um conjunto de n tarefas (jobs).

(b) Cada tarefa possui um tempo de processamento p;, uma data inicial e; e uma data final ¢,
desejadas para o término do processamento.

(¢) A méaquina executa no maximo uma tarefa por vez e uma vez iniciado o processamento de
uma tarefa, a mesma deve ser finalizada, ou seja, nao é permitido a interrupc¢ao de seu pro-
cessamento.

(d) Todas as tarefas estdo disponiveis para processamento na data 0.

(e) Quando uma tarefa j é sequenciada imediatamente apds uma tarefa i, sendo estas pertencentes
a diferentes familias de produtos, é necessario um tempo s;; para a preparacao da maquina.
Tempos de preparacao de maquina nulos (s;; = 0) implicam em produtos da mesma familia.
Assume-se, ainda, que a maquina nao necessita de tempo de preparacao inicial, ou seja, o
tempo de preparacao da maquina para o processamento da primeira tarefa na sequéncia é
igual a 0.

(f) E permitido tempo ocioso entre a execucao de duas tarefas consecutivas.

(9) As tarefas devem ser finalizadas dentro de uma janela de tempo [e;, t;], denominada janela de
entrega. Se a tarefa ¢ for finalizada antes de e; entao héd um custo de manutengao de estoque.
Caso a tarefa seja finalizada apods t; entdo ha associado um custo por atraso (que pode ser
uma multa imposta por contratos de prestacao de servigo), além de insatisfagdo do cliente.
As tarefas que forem finalizadas dentro da janela de entrega nao proporcionam nenhum custo
para a empresa.

(h) Os custos por antecipagao e atraso da produgao sao dependentes das tarefas, ou seja, cada
tarefa possui um custo unitario de antecipacao «; e um custo unitario de atraso ;.

(7) O objetivo a ser alcangado com a resolugao deste problema é a minimizac¢do do somatorio dos
custos de antecipacgao e atraso da producao.
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Para modelar este PSUMAA, sejam n o nimero de tarefas a serem processadas, p; o tempo de
processamento da tarefa ¢, I; a data de inicio do processamento da tarefa i (; > 0) e s;; o tempo
de preparacao da maquina necessario para processar a tarefa j imediatamente depois da tarefa i.

Sejam, ainda, 0 (zero) e n+1 duas tarefas ficticias, de tal forma que 0 antecede imediatamente a
primeira tarefa e n+1 sucede imediatamente a tltima tarefa na sequéncia de produgao. Admite-se
que po € Ppt1 Sa0 iguais a zero e que sp; =0 e s5;,,41 =0, Vi = 1,... n.

As restrigoes (2.22) garantem a existéncia de um tempo suficiente para completar uma tarefa i
antes de comecar uma tarefa j, caso uma tarefa j seja processada imediatamente ap6s uma tarefa
7, sem nenhuma tarefa intermediaria.

No conjunto de restri¢oes (2.22), M é um valor adequadamente grande. A variavel de decisao
yi; € {0,1} é definida da seguinte forma:
] 1, sea tarefa j é sequenciada imediatamente apos a tarefa i;
Yij { 0, caso contrario.
Assim, quando y;; = 1, as restrigdes (2.22) tornam-se:
No caso em que y;; = 0, tem-se:

Nesta ultima situagao, as restrigoes (2.22) ficam desativadas, pois a equagao (2.24) é redun-
dante, uma vez que a parcela (I; — I; — p;) serd sempre maior que —M.

As restrigoes (2.25) e (2.26) garantem que cada tarefa tenha somente uma tarefa imediatamente
antecessora e uma tarefa imediatagnente sucessora, respectivamente.

D yy=1Vji=12..n+1 (2.25)
i=0, i#£j

n+1

> yy=1Vi=0]1,..n (2.26)

Sejam ¢e; a data de inicio do Jgé’rjigao de entrega da tarefa i, F; o tempo de antecipagao da
tarefa i, ¢t; a data de término do periodo de entrega da tarefa ¢ e T; o tempo de atraso da tarefa
i. As restrigoes (2.27) a (2.30) garantem que o tempo de antecipagdo E; seja o maximo entre 0 e
e; — p; — I; e que o tempo de atraso T; seja o méximo entre 0 e I; + p; — t;.

Li+pi+E;>e Yi=1,2,....,n (2.27)
Li+p,—T;<t; Vi=1,2,...,n (2.28)
E>0 Vi=1,2....n (2.29)
T,>0 Yi=1,2,...,n (2.30)

Sejam «; e 3; os custos de antecipagao e atraso da producao da tarefa ¢ por unidade de tempo,
n

respectivamente. O custo total por antecipacao é dado por Z o; F;, enquanto o custo total por

i=1
n

atraso é determinado por E G;T;. A funcao objetivo, que consiste em minimizar o somatoério dos
i=1

custos totais de antecipagao e atraso da producao, ¢ dado pela equagao (2.31).

min 2z = Z(%‘Ei + 6;T) (2.31)
i=1

Resumindo, as variaveis de decisao do modelo relativo ao PSUMAA estudado sao:
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I;: data de inicio do processamento da tarefa i;

imediatamente depois da tarefa i e 0 caso contrério;

FE;: tempo de antecipacao da tarefa ;

T;: tempo de atraso da tarefa i;

y;;: variavel binaria que determina a sequéncia de produgao, se y;;=1 a tarefa j é processada

Assim, o modelo correspondente de Programagcao Linear Inteira Mista (PLIM) para o PSU-

MAA dado é:

minimizar z = Z(OziEi + 6:T;)
i=1
sujeito a:  [; — I; — yi; (M + s45) >

n+1

Z Yij =
j=1, j#i

Z Yij =
i=0, i#£j

Li+pi+E; >

Ii+pi —T; <

I; >

E; >

T >

Yij; €

2.25 MaAquinas Paralelas

—_

{0,1}

Vi=12,
Vi=0,1,
V=12,
Vi=1,2,
Vi=1,2,
Vi=0,1,
Vi=1,2,
Vi=1,2,
Vi,j=0,1

) TS
nm+lei#j
N

,n+1

N

,n—+1

N

N
,oo,n,n+1

(2.32)

(2.33)

Existem trés categorias de ambientes de maquinas paralelas: idénticas, uniformes e nao relaciona-
das. Em maquinas idénticas, todas as tarefas tém o mesmo tempo de processamento e exigem o
mesmo tempo de preparacao. Em maquinas uniformes, o tempo de processamento de uma tarefa e
o tempo de preparacao de maquinas mais modernas sao proporcionais aos tempos correspondentes
a maquina mais antiga. Em méaquinas nao relacionadas nao existe uma relagao entre os tempos

de processamento e preparacao de méaquinas distintas.

Os modelos a seguir referem-se a m méquinas paralelas e n tarefas disponiveis para processa-
mento no instante zero, sem interrupcao de processamento de qualquer tarefa.
Para o problema de minimizacao do makespan em maquinas idénticas, seja p; o tempo de

processamento da tarefa i, 1 =1,---  n.
Sejam as seguintes variaveis de decisao:

Crnaz © makespan

x; . Variavel binaria que assume valor 1 se a tarefa i é processada na maquina k e 0, caso

contrario

Assim, o modelo de programagao matematica para a minimizagao do makespan em maquinas

paralelas idénticas pode ser representado por:
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minimizar C),uz (2.42)
d ay=1 Vi=1=1,2,...,n (2.43)
k=1

Crnaz > Y _pitie Vh=1,2,--,m; (2.44)
=1

Crraw > 0 (2.45)

i € {0,1} Vi=0,1,2,...,n; k=1,2,---,m (2.46)

A fungao objetivo (2.42) representa a minimizagao do makespan. As restrigoes (2.43) asseguram
que uma tarefa ¢ é designada a exatamente uma maquina, enquanto as restrigoes (2.44) impoem
que o makespan é o maior tempo de processamento entre todas as maquinas. As restrigoes (2.45)
e (2.46) indicam o tipo das variaveis.

Apresenta-se, a seguir, um modelo para minimizagao da soma dos avancos e atrasos aplicavel
a qualquer dos trés tipos de méquinas anteriormente mencionados. Para tanto, sejam os seguintes
parametros de entrada:

Dik : Tempo de processamento da tarefa ¢ na maquina k

Sijk . Tempo de preparacao da maquina k para processar a tarefa j
imediatamente apos a tarefa i

Data de entrega da tarefa 4

Nuamero suficientemente grande

= &

e as seguintes variaveis de decisao:

Cir : Instante de término do processamento da tarefa ¢ na maquina k

Tijk . Variavel binéaria que assume valor 1 se a tarefa ¢ precede imediatamente a
tarefa j na maquina k e 0, caso contrario

Atraso da tarefa i, isto é, max{C; — d;,0}

Avanco da tarefa 7, isto ¢, max{d; — C;,0}

==

A variavel T; mensura o quanto a tarefa i estd atrasada, enquanto FE; indica o quanto estéa
adiantada em relacao a data de entrega.

A seguir, o modelo de programagao matemaéatica para a minimizac¢ao dos avangos e atrasos em
méaquinas paralelas.
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n

minimizar Z(TZ + E;) (2.47)
=1
SN wgr =1 Vji=1,2,...,n (248
k=1 =0
D wop <1 Vik=1,--,m—1 (249)
j=1

inhk_thjkzo Vh=1,2,---,n (2.50)

@
Vk=1,2,---,m
Cik > Cy — M + (sij +pje + M)z, Vi=0,1,---,n  (2.51)
Vi=12---'n
Vk=1,2,---,m
T, > C;—d; Vi=1--,n (2.52)
E, > d;—C; Vi=1,---,n (2.53)
T, >0 Vi=1,2,...,n (2.54)
E; >0 Vi=1,2,...,n (2.55)
ziin € {0,1} Vi, j=0,1,2,...,n (2.56)

Vk=1,2,---,m

A fungao objetivo (2.47) expressa a minimizagao da soma total dos atrasos e avangos das
tarefas. As restrigoes (2.48) impoem que cada tarefa j tem uma tnica tarefa predecessora imediata
em uma unica maquina. As restrigoes (2.49) garantem que cada maquina k, se usada, tem uma
tnica sequéncia de processamento. As restri¢oes (2.50) asseguram que cada tarefa j tem uma
Unica tarefa sucessora imediata, com excecao da tarefa 0, que estabelece o inicio e o final da
sequéncia de processamento na maquina k. Se x;;; = 1, a restrigao (2.51) implica que na maquina
k tem-se Cjp > Cip + Sijk + Djk €, se iy, = 0, entdo Cj, — Cy, > —M, isto é, a restri¢do (2.51)
fica desativada. As restrigoes (2.52) e (2.53) determinam as tarefas que estdo com atrasos ou
adiantamentos, respectivamente. As restrigoes (2.54), (2.55) e (2.56) indicam os tipos de variaveis.

2.26 Job Shop

Um Job Shop classico é um ambiente de producao com n tarefas e m maquinas, em que cada
tarefa é processada nas m maquinas, de acordo com um roteiro preestabelecido. Considere, por
exemplo, 5 tarefas e 3 maquinas, denotadas por 1, 2 e 3. As matrizes O e P a seguir, representam,
respectivamente, a matriz de operacoes, e a matriz de tempos de processamento nessas maqui-
nas. Assim, por exemplo, a primeira linha da matriz O indica que a tarefa 1 é processada nas
méaquinas 2, 1 e 3, nesta ordem, com tempos de processamento de 5, 7 e 10 unidades de tempo,
respectivamente, correspondentes aos elementos da primeira linha da matriz P.

21 3 5 7 10
1 2 3 9 5 3
O=13 21 P=|5 8 2
213 2 7 4
31 2 8 8 8
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Admita que as n tarefas estejam disponiveis para processamento no instante inicial e que nao
é permitida a interrupgao do processamento de qualquer tarefa. Sejam os parametros:

Dik : Tempo de processamento da tarefa ¢ na maquina k
mag; : maquina que processa a i-ésima tarefa
M . Numero suficientemente grande

e as seguintes variaveis de decisao:
C; . Instante de término do processamento da tarefa ¢ na méaquina k

Tijk : Variavel binaria que assume valor 1 se a tarefa ¢ precede a tarefa j na méquina k e
0, caso contrario

Assim, o modelo de programagao matematica relativo ao Job Shop pode ser representado por:

minimizar ZCM (2.57)
i=1

Cimagy > Disman, Vi=1,2,....n (2.58)

Cimagees > Clmagy + Dimageos Vi=12....m k=1,--,m—1 (259)

Ciw > Con+pi— ML —2i) Yij=1,2--,n k=12--,m (2.60)

Cie = Cii + pie — Mz Vij=1,2,---,n; k=12 m (2.61)

Ci > 0 Vij=12....n k=12--,m (262)

zijr € {0,1} Vi,j=0,1,2,....,n; k=1,2,--- ,m (2.63)

A fungao objetivo (2.57) expressa a minimiza¢ao do tempo de fluxo total das tarefas. As
restrigoes (2.58) garantem que a primeira operagao de cada tarefa i é completada apos o respectivo
tempo de processamento. As restrigoes (2.59) impoem que a operacao k + 1 seja concluida depois
do término da operagao k e do tempo de processamento da operagao k + 1. As restrigdes (2.60) e
(2.61) sao restrigoes disjuntivas que indicam respectivamente se, na maquina k, a tarefa ¢ precede
a tarefa j, ou a tarefa j precede a tarefa i. Se x;;, = 1 entdo, de (2.60) e (2.61), tem-se que:
Cik > Cit +pji € Cir, — Cji, > pip — M, isto é, o conjunto de restrigdes (2.61) é desativado. De
modo anélogo, se z;j; = 0 entao Cj, — Cy, > pjx — M e Cy, > Cjj, + pig, isto &, as restrigoes (2.60)
sdo desativadas. As restrigoes (2.62) e (2.63) estabelecem o tipo das variaveis.

2.27 Planejamento de lavra com Alocacao Dindmica de Caminhoes

Nesse problema hé um conjunto de frentes de minério e estéril, um conjunto de carregadeiras e
um conjunto de caminhoes. O objetivo é alocar as carregadeiras as frentes de lavra e determinar
o nimero de viagens que cada caminhao deve fazer a cada frente de lavra de forma a atender a
produgao requerida de minério e estéril, bem como as caracteristicas fisicas e quimicas desejadas
para o produto a ser gerado. Normalmente, a producao (ou ritmo de lavra) é determinada para
uma hora e replicada enquanto as condi¢oes da mina forem as mesmas. A cada carregadeira esta
associada uma produtividade méaxima, em toneladas/hora e cada caminhao tem uma capacidade
maxima de carregamento. Sao conhecidos os tempos de ciclo, em minutos, de cada caminhao a
cada frente de lavra, bem como as especificacoes dos minérios, ditos parametros de controle, em
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cada frente. Os caminhoes s6 podem fazer viagens a frentes nos quais ha carregadeiras compa-
tiveis, porque existem carregadeiras que sao pequenas e nao tém altura suficiente para carregar
determinados caminhoes. A alocacao dos caminhoes é dita dindmica no sentido de que ao descar-
regar, um caminhao pode se direcionar a uma frente de lavra diferente da viagem anterior. Este
mecanismo de alocagao permite aumentar a produtividade da frota de caminhoes mas, em con-
trapartida, exige um sistema de despacho de caminhdes. Considera-se, também, o atendimento a
uma relacao estéril/minério. Essa relagao é requerida para a mina de modo a viabilizar a abertura
de novas frentes e a realizagao de obras de infraestrutura.

Para a modelagem exata do problema, sera utilizada a técnica de pesquisa operacional conhe-
cida como programagao por metas (Goal Programming). Para tanto, sejam os seguintes dados de
entrada:

M : Conjunto das frentes de minério;

E : Conjunto das frentes de estéril;

F : Conjunto das frentes formado por M U E;

S : Conjunto dos parametros de controle analisados no minério;
Carreg: Conjunto dos equipamentos de carga (carregadeiras);

V : Conjunto dos equipamentos de transporte (caminhdes);

Pr Ritmo de lavra recomendado (t/h);

Pl ; Ritmo de lavra minimo (t/h);

Pu Ritmo de lavra maximo (t/h);

6~ : Penalidade por desvio negativo da producao;

e : Penalidade por desvio positivo da producao;

tij ; Valor do parametro j na frente i (%);

tr; : Teor recomendado para o parametro j na mistura (%);

tl; ; Teor minimo admissivel para o parametro j na mistura (%);
tu; Teor méaximo admissivel para o pardmetro j na mistura (%);
a; : Penalidade por desvio negativo para o parametro j na mistura;
oz;r : Penalidade por desvio positivo para o parametro j na mistura;
rem Relagao estério/minério requerida;

Cup, Produgao méaxima do equipamento de carga k (t/h);

cap; Capacidade do caminhéao [ (t);

T; ; Tempo total de ciclo do caminhao [ & frente ¢ (min).

trMax; Taxa de utilizagdo méaxima permitida para o caminhao { (%);

cCompig. -

1 se o caminhao [ pode ser usado com o equipamento de carga k;
0 caso contrario.

e as seguintes variaveis de decisao:

z; : Ritmo de lavra da frente i (t/h);

1 se o equipamento de carga k for alocado & frente ;
{ 0 caso contrario.
ny : Numero de viagens que o caminhao [ realiza na frente ¢ em uma hora;
Desvio negativo de meta relativo ao parametro j na mistura (t/h);
Desvio positivo de meta relativo ao parametro j na mistura (t/h);
P~ : Desvio negativo do ritmo de lavra em relagdo ao recomendado (t/h);
Pt : Desvio positivo do ritmo de lavra em relagao ao recomendado (t/h).

Yik

b,_;'_%. |

Desvio negativo (ou desvio por baixo) de meta do parametro de controle (respectivamente
ritmo de lavra recomendado) indica o quanto se ficou abaixo da meta (respectivamente ritmo de
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lavra recomendado), enquanto desvio positivo (ou desvio por cima) indica o quanto se ultrapassou

a meta (respectivamente ritmo de lavra recomendado).

O modelo de programagao matematica relativo a alocagao dinadmica de uma frota heterogénea
de caminhoes e equipamentos de carga, levando-se em consideracao metas de produgao e qualidade

de minério, é apresentado pelas equagoes (2.64)-(2.82).

minz oy dm; + Z ofdm; 4+ ~P~ + BT P*

JjeS jes
S.a: Z(t” — tuj).illz
€M
ieM
€M
2w <
e M
PRE
€M
Z ZT; + P — P+ =
ieM
dmj, dm; > 0
PP >0
in —remin > 0
ek ieM
Z vk <1
keCarreg
Z v < 1
iEF
Ty — Z Curyir < 0
keCarreg

naTy — 60 Z Yik

keCarreg, comp, #0

IN

E naly <
ieF

Ty — E njcap, =
lev

Tl €

< 0 VjesS
> 0 VjesS
=0 VjesS
Pu
Pl
Pr

Vie F

VjesS
Vi e F
Vk € Carreg

Vi e F.k € Carreg

VieF

0 Vie F,VieV
60 X txMax, VieV
0 Vi e F

7+ Vie F,VleV

(2.64)

(2.65)
(2.66)

(2.67)

(2.68)
(2.69)
(2.70)
(2.71)

(2.72)
(2.73)

(2.74)

(2.75)

(2.79)
(2.80)

(2.81)

(2.82)
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Observa-se que (2.65)-(2.73) sao restrigoes que juntamente com a fungao objetivo (2.64) for-
mam o modelo de mistura de minérios com metas (vide exercicio 2.19, pagina 35). A restrigao
(2.74) assegura o atendimento da relagao estéril/minério minima requerida. As demais restri¢oes
que complementam o modelo podem ser divididas em dois grupos. O primeiro diz respeito a
alocagao de equipamentos de carga e a faixa de produtividade que torna viavel a utilizacao desses
equipamentos. As restri¢oes (2.75) definem que cada frente deve operar com no méaximo um equi-
pamento de carga, enquanto que as restrigdes (2.76) estabelecem que cada equipamento de carga
deve operar em uma frente, no méaximo. As restri¢oes (2.77) fixam as variaveis y;; como binarias.
As restrigoes (2.78) limitam o ritmo de lavra méximo em cada frente em funcao da produtividade
da carregadeira a ela alocada.

O segundo grupo de restrigoes esta relacionado ao transporte de material na mina e a alocagao
dos caminhoes. As restrigdes (2.79) fazem com que cada caminhao somente realize viagens & uma
frente onde esteja alocado um equipamento de carga compativel. As restri¢oes (2.80) definem que
cada caminhao opere no méaximo txMax;% de sessenta minutos. As restrigoes (2.81) fazem com
que o ritmo de lavra de uma frente seja igual & producao realizada pelos caminhoes alocados a
essa frente. As restrigoes (2.82) asseguram que o niimero de viagens que um caminhao faz a uma
frente é um valor inteiro positivo.

2.28 Linearizacao do produto de variaveis binarias

Propriedade: O produto z = zyx9--- 2, com z; € {0,1} Vj = 1,2,--- ,n é equivalente a
T+t +r,—z2<n-1, z<uz;, zr; €{0,1},Vj=1,2,---,n, z>0.

Exemplo: Aplicar esta propriedade ao problema nao-linear 0-1 a seguir, transformando-o em um
problema de programacao linear inteira mista (PLIM).

min 3z + 2x9 + x3 — 92129 + 411973
sa: x; €{0,1} Vj=1,2,3

(a) Linearizagao do produto z; = zy25:
Aplicando a propriedade ao produto das duas variaveis binarias, resulta:
T1+ars—21<2-1=1
21 <1
21 < X9
z1 >0

(b) Linearizac¢do do produto zy = xixexs:
De forma anéloga, obtém-se:
Ty +a+a3—2<3—-1=2
Z9 S Xy
Zo < X
zo S I3
29 >0

Levando os resultados obtidos em (a) e (b) no modelo nao-linear, obtem-se o seguinte problema
de programacao linear inteira mista equivalente:
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3 Branch-and-Bound

O método Branch-and-Bound é um método de busca em arvore que se fundamenta na programacao
linear para explorar o espago de busca. Em cada passso do método as variaveis inteiras sao
relaxadas e o subproblema resultante resolvido por um método da programagao linear. Se a
solugao desse subproblema tiver todas as variaveis inteiras, entao os descendentes do ramo da
arvore analisado estao, naturalmente, implicitamente enumerados. Ha outro critério para a poda
da arvore também, mas trataremos disso mais adiante. Havendo variaveis nao inteiras e falhando
esse outro critério, é feita a escolha de uma varidvel a ramificar. Escolhida essa variavel, deve-se,
agora, escolher qual ramo da arvore explorar primeiro, aquele associado ao valor menor ou igual
ao piso da variavel (isto é, o ramo z; < |x;]) ou o ramo associado ao valor maior ou igual ao teto
da variavel (isto é, o ramo z; > |x;] 4+ 1). Graficamente, isso significa dividir o espago de solugdes
em dois subconjuntos tendo como elementos separadores o piso e o teto da varidvel ramificada. A
regiao do espago de busca entre o piso e o teto pode ser excluida, pois é desprovida de solugoes
inteiras.
Para ilustrar o método seja o seguinte problema de programacao linear inteira.

min 4x; + 3xy = =z
le + 3&72 > 24
51’1 + 6%2 Z 30
T + QZEQ Z 9
T , X9 e 7t

A Figura 4 apresenta a arvore de branching desse problema de programacao inteira, no qual se
aplicou um critério, conhecido como Variante de Dank, para escolher a varidvel a ramificar. Este
critério consiste em escolher para ramificar a varidvel nao inteira que esteja mais proxima de um
inteiro (tanto com rela¢do ao piso quanto ao teto).

Considerando como regras busca em profundidade e analisar primeiramente o valor maior da
variavel escolhida para ser ramificada, isto é, o ramo x; > |x; | + 1, mostremos quais problemas de
programagao linear (PPLs) seriam necessarios resolver aplicando-se a técnica branch-and-bound.

Como o PPL 1 nao produziu solu¢ao com variaveis inteiras, entao é escolhida uma variavel
para ramificar; que, no caso do Critério de Dank, é a variavel x5. Como x5 = 3,69, entao dois
ramos tém que ser resolvidos: o ramo no qual o < 3 e 0 ramo no qual o > 4. Os valores de
x4 entre 3 e 4 sao desprezados porque nao conduzem a solugoes inteiras. Pela regra estabelecida,
devemos resolver primeiro o ramo da arvore associado a xo > 4.

O PPL 3 é formado, portanto, pelo PPL 1 relaxado incluida a restricao xo > 4. Resolvendo
o PPL 3 encontramos uma solugao que também nao é inteira. Supondo busca em profundidade,
deve-se, portanto, ramificar uma das varidveis nao inteiras do PPL 3 (No caso de busca em
largura, resolveriamos o PPL 2). No caso, apenas a variavel z; é néo inteira e dois ramos devem
ser considerados: o associado a z; < 1 e o associado a x; > 2. Pela regra estabelecida, o ramo
x1 > 2 deve ser resolvido primeiro.

Resolvendo-se o PPL 4, o qual é formado pelo PPL 1 incluidas as restrigoes o > 4 e 1 > 2,
obtém-se uma soluc¢ao inteira com valor z = 20. Entao esse ramo da arvore esta definitivamente
explorado, podendo-se fazer o backtracking e resolver o outro ramo imediato da arvore, descendente
do PPL 3.

Resolvendo-se o PPL 5, o qual é descendente do PPL 3, encontra-se uma solugao nao inteira
de valor z = 20. Ora, uma solu¢ao com esse valor ja foi encontrada resolvendo-se o PPL 4.
Resolvendo-o encontrariamos uma solucao pior, entao a arvore de busca pode ser podada no no
em questao. Como todos os ramos descendentes do PPL 1 associados & xo > 4 ja foram analisados,
ainda que implicitamente, resta analisar o ramo associado a x5 < 3. Esse ramo deve ser analisado
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Figura 4: Arvore de Branching

porque sendo descendente do PPL 1, o qual tem valor z = 17, 54, poderiamos encontrar valores
de z iguais a 18 ou 19 e, portanto, inferiores ao melhor encontrado até o momento, que é z = 20.
Entretanto, resolvendo o PPL 2 encontramos solucao inteira, mas com z = 21. Nesse ponto, hé a
poda por dois motivos: primeiro, porque foi encontrada uma solugao inteira e, segundo, porque o
valor de z é pior que o melhor valor encontrado até o momento (Bastava a ocorréncia de um desses
motivos para que a poda pudesse ser realizada). Fazendo-se o backtracking retorna-se ao no raiz,
que é o PPL 1. Como os dois ramos da arvore foram analisados, o método é encerrado, retornando
x] = 2, x5 = 4, associado a z* = 20, como solugao 6tima para o problema de programacao linear
inteira dado.

Exercicio:

Resolva o seguinte PLI pelo método Branch-and-Bound, apresentando toda a arvore de decisao.
Use a variante de Dank para escolher a varidvel a ramificar, sendo que em caso de empate, escolha
a variavel de maior indice. Escolhida a variavel a ramificar, opte por analisar primeiro o valor
maior da variavel. Faga busca em profundidade.

max 2r; + x4 = =z
ry o+ 2y <7
-1 + ) S 0
6r; + 2z < 21
X1 , T2 c 7"



62

4 Integracao do LINGO em planilhas Excel

Para ilustrar a integracao do LINGO em planilhas do Microsoft Excel, consideremos o Problema
de Transporte definido a seguir.

4.1 Problema de Transporte

Dado um conjunto de fontes de producao (fabricas), um conjunto de mercados consumidores
(armazéns), e uma rede de possiveis caminhos de transporte (rotas) das fontes de produgao para
os mercados, o objetivo da problema é determinar o carregamento que minimiza o custo total
de transporte, de modo que as capacidades das fontes produtivas nao sejam ultrapassadas e as
demandas dos mercados sejam atendidas. Considere a quantidade ofertada pelas fabricas maior
que a soma das demandas dos armazéns.

Para fazer a modelagem de programacgao matemaética deste problema, sejam os seguintes pa-
rametros de entrada:

fabricas : Conjunto das fabricas

armazens Conjunto dos armazéns

custo;; : Custo de transporte de uma unidade de produto da fabrica i ao armazém j
demanda; Demanda por produtos do armazém j

capacidade; Capacidade de producao da fabrica ¢

Considerando as variaveis de decisao gtdEnviada;; como sendo a quantidade de produtos a
serem enviadas da fabrica ¢ ao armazém 7, temos o seguinte modelo de programagao matematica:

minimizar Z Z custo;; X qgtdEnviada;;

i€ fabricas jE€armazens

Z qgtdEnviada;; < capacidade; Vi € fabricas
JjE€armazens
Z gtdEnviada;; = demanda; V) € armazens
i€ fabricas

qtdEnviada;; € Z* Vi € fabricas Vj € armazens

A dltima restricao, que estabelece o dominio das variaveis gtd Enviada;; no conjunto dos in-
teiros é desnecessaria. O Problema de Transporte tem a propriedade de que qualquer solucao do
problema é inteira. Assim, esta tultima restricao pode ser substituida apenas por:
gtdEnviada;; > 0 Vi € fabricas Vj € armazens

O modelo LINGO do Problema de Transporte é apresentado a seguir.
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MODEL:
TITLE: Problema de Transporte;

SETS:
fabricas / @QOLE(’Transporte.xlst’,'fabricas’) /: capacidade;
armazens / QOLE('Transporte.xls’’armazens’) / : demanda;

rotas(fabricas, armazens): custo, qtdEnviada;

ENDSETS

DATA:

capacidade = QOLE('Transporte.xls’,’capacidade’);
demanda = QOLE( 'Transporte.xls’,’”demanda’);
custo = QOLE( "Transporte.xls’,’custo’);

ENDDATA
[FO] MIN = @SUM(rotas(i,j): custo(i,j)*qtdEnviada(i,j));

I As capacidades das fabricas nao podem ser ultrapassadas;
@QFOR(fabricas(i): @SUM (armazens(j): qtdEnviada(i,j)) <= capacidade(i));

! As demandas dos armazéns devem ser atendidas;
QFOR(armazens(j): @SUM(fabricas(i): qtdEnviada(i,j)) = demanda(j));

QFOR(rotas(i,j): @QGIN(qtdEnviada(i,j));

DATA:

QOLE('Transporte.xls’,’solucao’) = qtdEnviada;
QOLE( "Transporte.xls’,’cTotal’) = FO;
ENDDATA
END

Os dados de entrada para este modelo sao apresentados pela figura a seguir. Nesta planilha
estao definidos os seguintes campos:

Nome Campo
fabricas B6:B11
armazens  (C5:J5
capacidade K6:K11
demanda C12:J12
custo C6:J11
solucao C21:J26
cTotal 128
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. A B C D E F G H I J K el
2 Problema de Transporte

4 Armazéns

5 Fabricas | A1 | A2 | A3 | Ad | A5 | A6 | A7l | A8 |Capacidade

G F1 B 2 G 7 4 2 5 9 G0

7 F2 4 9 b 3 B b B 2 55

B F3 5 2 1 g [ 4 3 3 &1

9 F4 7 B 7 3 e 2 7 1 43

10 F5 2 3 9 5 7 2 B 5 41

i F6 5 5 2 2 B 1 4 3 52

12 Demanda | 35 3| 22 32 | 41 32 | A3 38

13

14

=

17 Solugéo

19 Armazéns

20 Fabricas | A1 | A2 | A3 | Ad | A5 | A6 | AT | AB

21 F1

22 F2

23 F3

24 F4

25 F5

26 F6

27

28 Custo Total: |:| =
24

30 b4
4+« » W) Dados, Modelo / RN | [

4.2 Algumas consideracoes sobre @QOLE
Ao utilizar a funcao QOLE, algumas consideracoes devem ser feitas:

4

1. Para que QOLE funcione corretamente é necessario que o arquivo “.xlIs” utilizado esteja
aberto, a nao ser quando objetos embutidos sao utilizados (objetos embutidos sao explicados
na proxima segao);

2. A funcao QOLE nao trabalha com conjuntos derivados tridimensionais; e

3. QOLE lé os campos definidos no Excel, de acordo com a seguinte ordem: da esquerda para
direita e de cima para baixo.
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4.3 Embutindo planilhas do EXCEL no LINGO

Assim como é possivel embutir um modelo LINGO no EXCEL, o processo pode ser invertido de
modo que uma planilha seja embutida no LINGO.

Para embutir um arquivo “.xls” no LINGO, siga os seguintes passos:

1. selecione o menu Edit|Insert New Object;

2. selecione a opgao “Criar do Arquivo” na caixa de dialogo “Inserir Objeto”;

3. digite o caminho e o nome do arquivo a ser embutido;

4. marque a caixa “Vincular”; e

5. clique no botao OK.

Inserir objeto

" Crarnovo
nl'ql'l. o

* Criar do amuive ]C:‘LING{}‘-.Exermlns‘leanspmte b3

Procurar... I ¥ Vincular

[T Edbir como icone

Resuktado
Insesir uma figura do conteddo do arguivo no
@q@ documento. A figua serd vinculada ao arguivo
de modo que atteragies neste amuivo sejam
refletidas no documento.

Este processo ¢é ilustrado com o modelo “Problema de Transporte”, apresentado na secao 4.1.
Apoés inserir o novo objeto contendo o arquivo “Transporte.xls”, temos:
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2 LINGO - [LINGO1] =9
P¥ Fie Edt LINGO Window Help a-E:
DisES &[] = elo ORBEIR == 2
[ | L] A
Problema de Transporte
Armazeéns
Fabricas | A1 | A2 | A3 | Ad | A5 | A6 | AT | AB |Capacidade
F1 ] 2 6 7 4 2 5 9 60
F2 4 9 5 3 B 5 8 2 55
F3 5 2 1 9 7 4 3 3 51
F4 7 b 7 3 9 2 7 1 43
F5 2 3 9 5 [ 2 (5 5 41
F& 5 5 2 2 8 1 4 3 52
Demanda | 35 37 22 32 | 41 32 43 38
| ] L]
Solugéo
Armazens
Fabricas A1 | A2 | A3 | Ad | A5 | A6 | AT | AB
F1
F2
F3
F4
F5
F&
CustoTotal:[ |
| | i | )
5ETS:
fabricas / @OLE('Trzransporte.xls', 'fabricas') /: capacidads;
armazens / @OLE('Transporte.xls', 'armazens') /: demanda;
rotas (fabricas, armazens) : custo, gtdEnviada;
EHMDSETS
DATA:
capacidade, demanda, custo =
GOLE("'Transporte.xls’, 'capacidade’, 'demanda’, ‘custo');
ENDDATA
[fol MIN = @5UM(rotas(i,j): custol(i,]j)*gtdEnviada{i,ji);
AFOR(fabricas (i) : A5TM{armazens(j): gtdEnviada(i,3j)) <= capacidade(i));
@FCR(armazens(j): @5UM(fabricas(i): gtdEnviada(i,j)) = demanda{j));
BFOR(rotas{i,j): BFIN(gtdEnviada{i, j))):
DATA:
@OLE( 'Transporce.xls’, 'solucac’, "cTotal') = godEnviada, fo;
ENDDATR bl
Ready MOD Ln1,Col3 5:3 ¢

A planilha de dados esté agora embutida no LINGO, exibida ao topo do modelo “Problema de
Transporte”. Para editéa-la, basta dar um duplo-clique sobre o objeto.
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Quando o modelo for resolvido, o LINGO enviaré os resultados para o arquivo “Transporte.xls”
atualizando a planilha embutida, como exibido a seguir.

% LINGO - [LINGO1] =13
Eﬂe Edit LINGO Window Help -8 X
D& &[2@ | vB]o| BRBR =SFE ¢
] w L
Problema de Transporte
Armazeéns
Fabricas A1 A2 A3 Ad A5 | AB AT A8 |Capacidade
F1 6 2 [ 7 4 2 5 9 60
F2 4 9 5 3 a 5 8 2 55
F3 5 2 1 9 T 4 3 3 51
F4 i 6 7 3 9 2 i 1 43
F5 2 3 9 5 7 2 (i 5 41
F6 5 5 2 2 8 1 4 3 52
Demanda | 35 | 37 | 22 | 32 | 41 ] 32 | 43 | 38
- ||
Solugao
Armazens
Fabricas | A1 | A2 | A3 | Ad | A5 | A6 | AT | A8
F1 0 19 0 ] 41 0 0 0
F2 1 0 0 32 0 0 0 0
F3 0 1 0 0 0 0 40 0
F4 0 0 0 0 i 3 0 38
F5 34 7 0 0 0 0 0 0
F6 0 0 22 0 0 27 3 0
Custo Tntal:
| | | ||
W
Ready MOD 54

4.4 Embutindo Modelos LINGO no EXCEL

O LINGO é capaz de funcionar como um servidor OLE. Isto significa que um modelo do LINGO
pode ser embutido em qualquer aplicacao que funcione como cliente OLE como, por exemplo, o
EXCEL. Embutir um modelo no EXCEL é conveniente, pois o modelo estaré sempre disponivel
sempre que o arquivo “.xlIs” for aberto, nao sendo necessario abrir o otimizador LINGO.

Para embutir um documento do LINGO em um arquivo do EXCEL, siga os seguintes passos:

1. selecione o menu Inserir|Objeto;
2. selecione o objeto “LINGO Document” na lista “Tipo de objeto”; e

3. clique no botao OK;
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Criar novo | Criar do arguivo i

Tipo de objeto:

MathType 5.0 Equation
Microsoft Equation 3.0
Pacote

RegWizCtrl

Seqliénda MIDI

Slide do Microsoft PowerPoint
Som wave

|

_:J [~ Exibir como icone

rResultado

E

no documenta,

Insere um novo objeto LINGO Document

Cancelar l

Apos concluir os passos citados acima, um documento em branco do LINGO surgira na planilha
corrente. O modelo pode ser digitado no documento diretamente, ou copiado de uma outra
aplicac@o (copiar/colar).

Para ilustrar este recurso, sera utilizado o modelo “Problema de Transporte” descrito na secao
4.1. Embutindo este modelo em um arquivo nomeado como ‘“Transporte.xls”, teriamos:

: A B [H [i] E F G H | ] K L M H 4] P [#] =
E B e e T i <Modela "Problema de Transporte’ embuisdo

d A &

5 Fabedcas | A1 | AF | A3 | A4 | A5 | A6 | AT | AR |Capacidods)

G F1 3 2 3 T 4 ] 5 [] ]

T F2 4 ] b 3 ] 5 ] 2 55

g F3 [ 2 1 ] T 4 ] 3 51

9 F4 7 3 7 3 ] F] 7 1 43

10 F5 2 3 9 5 7 F] [ 5 41

11 F& 5 5 ] 2 B 1 4 3 52

12 Demanda | 35 | 37 [ 22 | 32 | a1 [ 32 ]| 43 | 38

13

14

15

17 Solugdo

19 Armazing

] Fabricas | A1 | A2 [ A3 | Ad [ A5 | AG | A7 | A8 |

21 F1

Frl F2

Fx] [¥]

4 [X]

25 Fi

26 Fi

F{J

2 Custo Total:[ |

H v
W oo nh Plan fPonz  Pand f I1] i

Ao dar um duplo-clique sobre o objeto contendo o modelo embutido, uma barra de comandos
do LINGO aparecera no canto superior da tela. Para resolver o modelo, basta clicar no botao
Solve da barra de comandos. Depois de otimizar o modelo, o LINGO enviara os resultados para
o arquivo “Transporte.xls”, como exibido a seguir.
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F3

Fh

BEE NRREEREEE N5 R 2 E e e e o s

Fer Helg. presa F L
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W o4 ¢ Wb Planl JPan JPan3 f

(1,3 F = damandaijlb;
FroBirsEam (L, 101

DATA:

TN AT ada (8, 510 h;

BOLE (' Tramsports mls', "solusas’, 'aTetal') =

gedfavisda,
TNDOATA

-1

K L M H ] ol Q R
Problema de Transporte Fera
T fabrieas / BOLE(‘Teranspares. Els’, "PABRisAs’) J:
Fabricos | A1 | AZ | A3 | A4 | A5 | A& | A7 | AD |Capacidade] | oo
F1 B 2 3 T 4 2 3 9 1] arsapans / BOLE | "Transporte.mls’, "SrSsapens’) /:
[F3 4 ] 3 3 B [ 3 2 S5 dmzands
Fl 5 2 1 ] T 4 3 3 51 )
7] T 3 7 3 g 5 T 1 i tlm;:f:r-hbucu.lmnm ! ousTo, qUEEnvisds;
F5 F] 3 9 ] 1 2 [ § 41
F& 5 5 F] H ] i 4 E] 52 DATA:
Demands S ar 7] n 41 12 43 EE] capasidads, desasds, cusss =
#OLE( "Transports.xie”, ' capacidads”, ‘demanda’,
“gumEte” b
EHDOATM
($9] HIN = @Fizetar(i,1}; custeld, ) *qedinvisds
Solugao 1L, 23343
Armazins
- IrcEifabzican (i) I larmazene (1) guabnviads
Al | AZ | A3 | A4 | A5 | AE | AT | AR {4,931} T capaeidads i)l
F1 Irofjarmasans (30 @ EUH(fabricas (i) @ grafnviads

4.5 Utilizando links OLE automatizados no EXCEL
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O LINGO disponibiliza um comando script, proprio para ser usado pelo EXCEL, que permite a
criacao de um link OLE automatizado. Este link estabelece uma relacao cliente-servidor entre o
EXCEL e o LINGO. Com isto, torna-se possivel resolver um modelo escrito na propria planilha
do EXCEL, sem a necessidade de utilizar o aplicativo do LINGO, de forma transparente para o

usuario.

Para ilustrar esse recurso seré utilizado o modelo “Problema de Transporte” mostrado na secao
4.1. Esta ilustragao assume que o leitor esteja razoavelmente familiarizado com o uso de macros

do Visual Basic.

Primeiramente, faca um modelo LINGO interfaceando com o Excel na forma usual. A seguir, va
na opgao “Ferramentas / Personalizar” do Excel e ative o box “Caixa de Ferramentas de Controle”.

DEHRS SRAIVE $2AR-F(9-0- 8 =-3 3 |@H 0 -@H

ariel -0 - N I S| EE=E Ty om o EE @»-Avg
Al i bl
@ B | ¢ [ b [ E [ F [ & [ B [ T [ 4 [ K [ £ [ ™M [ N
1 1
_g_ "Personalizar
| 4 Barras de ferramentas | Comandos ” Opcdes
S S
& | Barras de ferramentas: % = .
- STrao [ e— 27 "modo de design"
B [¥]Formatacia — I [l
Lial [ auditoria de formulas Renomear,.
| 9 [#]Barra de menus da planiha EeTAc) " x m
| 10 | %Barra de menus de grafico - = EE I ———"Botéo de comando
11 Bardas — b
o = s -
12 B Caixa de ferram. de controle = |
—13— jcamparar Lado a Lado F A
5 Converter texto em fala -
| 14 [[]Dacos externos =
ﬁ_ [ Definicdes de 30 3
16 [ pefinicdes de sombra
_1‘7‘ []Desenho
e :‘Diagrama
Ji [ Formulrios
[ 18| [ Gréfica L
_2_0 :‘Imagsm M
21
Eos Fechar
23
24
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Ao aparecer a caixa de ferramenta, clique em Botao de Comando dessa Caixa e a seguir
clique em uma posicao adequada da planilha para inserir esse botao. Serd, entao, criado o botao
CommandButtonl. Dando um duplo clique nele, apareceré a janela de edicao do Visual Basic.
Nesse editor, ha uma janela a esquerda com as propriedades desse botao, conforme ilustra a figura
a seguir.

(=]
B Arquivo  Editar  Exbir  Inserir  Formatar  Depurar  Executar  Ferramentas  Suplementos  Janela Ajuda e Uma pe 3 -8 X
L) 'Y &Y @ | n2colt =
JCommandButtom j JCIick j
Private Sub |[CommandButtonl| Click() el
= 5% VBAProject (Pastal)
=423 Microsoft Excel Objetos End Sub
ﬂ EstaPasta_de_traba
Flani (Planl) n
% <y MNome dado & propriedade "Name"
(PlanZ
8] Plan3 (Plan3)

CommandBut CommandButte ~ |
Alfabético | Categorizado 1

(Mame) |commancButta Propriedade "Name"
False
False 7j
[ axzoo0000
1 - fmBackStyll
(Caption C\:u'rlmandButt(_‘i Propriedade "Caption"

[Enabled True |

Altere a propriedade caption para um nome adequado, por exemplo, Solve (observe que o
nome anterior e default ¢ “CommandButtonl”).

Na figura a seguir, representantiva da planilha Excel que faz interface com o Excel, aparece na
coluna K28 o botao Solve resultante da alteragao realizada.

A B C D E F G H | J K LI
2 Problema de Transporte
4 Armazéns
5 Fabricas Al | A2 | A3 | A | A5 | A6 | AT | A8 |Capacidade
6 F1 6 2 6 7 4 2 5 9 60
7 F2 4 9 5 3 8 5 8 2 55
8 F3 5 2 1 9 7 4 3 3 1l
9 F4 7 6 7 3 9 2 7 1 43
10 F3 2 3 9 ) 7 2 6 5 4
" F6 5 5 2 2 8 1 4 3 52
12 Demanda | 35 3r | 22 32 | # 32 | 43 38
13
14
15
17 Solugédo
19 Armazéns
20 Fabricas | A1 | A2 | A3 | Ad | A5 | A6 | AT | AB
21 F1
22 F2
23 F3
24 F4
25 F5
26 F&
27
28 Custo Total:l:| Sole =
29
an e
W 4 » w\Dados, Modelo / [«] | vl

Nesta planilha, intitulada “Dados”, estao definidos os seguintes campos:

Nome Campo Nome Campo
fabricas B6:B11 custo C6:J11
armazens C5:J5 solucao (C21:J26
capacidade K6:K11 cTotal 128

demanda C12:J12
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Existe ainda uma segunda planilha, chamada “Modelo”, que foi criada para conter o codigo
script referente ao modelo do “Problema de Transporte”. Um script deve possuir o seguinte
esquema:

SET ECHOIN 1
Outras fungoes SET

MODEL:
modelo LINGO
END

GO
SET ECHOIN 0
QUIT

Observe que o modelo LINGO ¢ delimitado pelas palavras-chave MODEL e END. O comando
“SET ECHOIN 1”7 ativa o terminal do LINGO, permitindo que o script seja lido. J& o comando
“GO” é usado para resolver o modelo, descrito entre as palavras-chave MODEL e END. O comando
QUIT libera a memoéria usada pela aplicagao LINGO.

Os comandos anteriores devem ser adicionados ao modelo LINGO e toda a relagao de comandos,
comecando de SET ECHOIN 1 até QUIT deve ser marcada e copiada dentro do ambiente de
modelagem LINGO com o comando CRTL C, por exemplo. Agora, posicione o cursor na planilha
“Modelo” do Excel em uma certa posi¢ao, no caso, na célula Al. Dé CRTL V. A figura a seguir
exibe o resultado dessa operacao na planilha “Modelo™

A =
1 |SET ECHOIN 1 —
2 |MODEL:
3
4 |SETS:
5 | fabricas | @OLE( Transporte.xls’, 'fabricas’) /: capacidade;
b
7 | armazens | @OLE('Transporte.xls', ‘armazens’) I: demanda;
]
9 | rotas(fabricas,armazens): custo, qtdEnviada;
10 [ENDSETS
Il
12 | DATA:
13 | capacidade, demanda, custo =
14 @OLE(Transporte.xls','capacidade’,'”demanda’, "custo’);
15 ENDDATA
16
17 |[fo] MIN = @ SUM({rotas(i,j): custo(i,j"qtdEnviadal(i,j));
15
19 | @FOR(fabricas(i): @SUM{armazens(j): gtdEnviadal(i.j)) <= capacidade(i));
20 (@FOR(armazens(j): @SUM(fabricas(i): gtdEnviadali,j)) = demandal(j));
Z1 —
22 |@FOR|rotas(i,j): @GIN(gtdEnviadali.j)));
Z3
24 DATA:
25 | @OLE(Transporte.xls','solucac’,'cTotal’) = qtdEnviada, fo;
26 [ENDDATA
27 |[END
Zi
29 GO
30 |SET ECHOIN 0
31 |QuUIT -
M 4 » ¥ Dados % Modelo / [«] | e

Para que este script seja enviado ao LINGO ¢é necessario que ele esteja definido através do
seguinte campo:

Nome Campo
modelo A1:A31
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Isto é, o bloco do Excel onde esta o codigo LINGO deve ser marcado e nomeado como “modelo”
ou outro nome qualquer.

Definidos os campos e o modelo LINGO, sera necessario associar ao botao Solve, criado na
planilha “Dados”, o seguinte codigo:

Private Sub CommandButtonl Click()
Dim iErr As Integer
Dim LINGO As Object

Set LINGO = CreateObject("LINGO.Document.4")
iErr = LINGO.RunScriptRange("modelo")

If (iErr > 0) Then
MsgBox ("Erro. O modelo néo pode ser Resolvido")
End If
End Sub

Se o editor Visual Basic nao estiver aberto, este pode ser acionado dando-se um duplo clique no
botao Solve. Os codigos anteriores supoem que a propriedade Name é “CommandButtonl”. Caso
ela seja mudada para “Solve”, entdo a primeira linha devera ser Private Sub Solve Click().

A automacao OLE é utilizada para chamar o método “RunScriptRange”, passando o campo
modelo como parametro. A rotina “RunScriptRange” entao, solicita ao EXCEL que obtenha
o conteudo deste campo e, inicia o processo de execugao do script. Esse processo continua até
que a palavra-chave “QUIT” seja encontrada ou nao haja mais comando a ser lido. A instrucao
“RunScriptRange” retornara um valor 0 caso o script esteja pronto para ser processado.

Voltando a planilha “Dados”, para que o modelo seja resolvido basta apenas que o botao Solve
seja pressionado. Apo6s uma breve pausa, a solugao encontrada pelo LINGO é enviada & planilha,
como mostra a figura a seguir.

A B c D E F G H | J K Br=
2 Problema de Transporte
4 Armazéns
5 Fabricas A1 A2 | A3 | Ad | A5 | A6 | A7 | A8 |Capacidade
6 F1 6 2 6 T 4 2 5 9 60
7 F2 4 9 5 3 8 5 8 2 55
8 F3 5 2 1 9 7 4 3 3 51
9 F4 T 6 T 3 9 2 7 1 43
10 F5 2 3 9 5 7 2 6 5 41
11 F6 5 5 2 2 8 1 4 3 52
12 Demanda | 3% 37 22 32 41 32 43 38
13
14
15
17 Solugédo
19 Armazéns
20 Fabricas A1 A2 | A3 | Ad | A5 | A6 | AT | A8
21 F1 0 19 0 0 41 0 0 0
22 F2 1 0 0 32 0 0 0 0
23 F3 0 11 0 0 0 0 40 0
24 F4 0 0 0 0 0 5 0 38
25 F5 M 7 0 0 0 0 0 0
26 F6 0 0 22 0 0 27 3 0
27
28 Custo Total: Sohe -
29
30 d
M 4 » W)\ Dados Modelo / |4 | W[

Feche o Editor do Visual Basic e retorne a planilha Excel. Para sair do modo de desenvolvi-
mento, clique no botao Sair do modo de design do box “Caixa de Ferramentas de Controle”.
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Pronto, o botao Solve esta preparado para uso. Feche o LINGO, pois nao é preciso que ele esteja
aberto para o botao funcionar. A seguir clique no botao Solve e a resposta sera enviada para a
planilha automaticamente.

4.6 Comando SET

O comando SET permite alterar configuracoes padroes do LINGO. Todas as opgoes configuraveis
pelo usuario estao disponiveis através desse comando. Sua sintaxe é:

SET nome do_parametro | indice _do_parametro [valor do parametro|

Caso o valor do paradmetro seja omitido, o LINGO utilizara o valor padrao para o parametro
especificado. Alguns dos parametros acessiveis através do comando SET sao apresentados a seguir.

Indice  Nome Padrao Descrigao
10 TIMLIM 0 Tempo limite de execuc¢ao em segundos
(0: sem limite)
23 TERSEO 0 Omite o relatério gerado apos a resolucao do modelo
(0: ndo, 1: sim)
24 STAWIN 1 Exibe a janela de status do processo de busca

(1: sim, 0: nao)
33 ECHOIN 0 Envia comandos script para o terminal
(0: nao, 1: sim)
34 ERRDLG 1 Exibe mensagens de erro em uma caixa de didlogo
(1: sim, 0: nao)
46 DUALCO 1 Calcula os valores duais
(0: nao calcula, 1: calcula s6 dual, 2: calcula dual e “range”)

51 CUTOFF 1 x 1079 Qualquer solugao com valor menor ou igual a CUTOFF
¢é considerada como zero

41 SOLVEL 0 Escolhe o resolvedor dos PPL’s
(0: LINGO decide, 1: Primal Simplex

2: Dual Simplex, 3: Barreira)

40 PRBLVL 0 Em programagao inteira mista, realiza a operagao probing,
isto é, tenta deduzir um valor mais proximo de um inteiro
para acelerar a busca. Pode surtir o efeito contrério.

(0: LINGO escolhe, 1: nivel mais baixo, 7: nivel mais alto)

18 IPTOLR 5 x 107® Esta tolerancia ¢ um valor r variando entre 0 e 1, que indica
ao método B & B para somente buscar solugoes inteiras cujo
valor seja pelo menos 100 x r% melhor que a melhor
solucao inteira encontrada até entao. Acelera a busca, mas
pode nao garantir a solugao 6tima.

17 IPTOLA 8 x 10~® Esta tolerancia ¢ um valor r, que indica ao método B & B
para somente buscar solugoes inteiras cujo valor seja pelo
menos 7 unidades melhores que a melhor solucao inteira
encontrada até entao. Acelera a busca, mas pode nao garantir
a solucao 6tima.

16 HURDLE none Valor de uma solugao, normalmente encontrado via uma
heuristica. Com esse valor, o método B & B nao explora
solugoes piores que ele. Assim, serve para acelerar a busca.
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5 Problema do Caixeiro Viajante

5.1 Definicao

Dado um conjunto de n cidades e uma matriz de distancias d;; entre elas, o Problema do Caixeiro
Viajante (PCV), ou Traveling Salesman Problem - TSP, consiste em estabelecer uma rota para
um Caixeiro, iniciando seu percurso em uma cidade, chamada cidade origem, passar por todas as
demais n — 1 cidades uma tnica vez e retornar a cidade origem percorrendo a menor distancia
possivel.

Exemplificando, consideremos 6 cidades com as distancias dadas pela tabela a seguir:

Cidade 1 2 3 4 5 6
1 0 2 1 4 9 1
2 2 0 5 9 7 2
3 1 50 3 8 6
4 4 9 3 0 2 5
5 9 7 8 2 0 2
6 1 2 6 5 2 0

Uma possivel solugao para o exemplo considerado é s = (1 4 2 5 3 6). Para esta solugao, a
distancia total percorrida é dist = di4 + dyo + dos + ds3 +d3g +dg1 =4+9+7+8+6+ 1= 35.
Observe que qualquer permutagao das n cidades representa uma solucao para o PCV. O que
queremos ¢, dentre todas as possiveis permutagoes (solugoes), determinar aquela cuja distancia
total percorrida é a menor possivel.

Se d;; = dj; diz-se que o PCV & simétrico. Caso contrario ele ¢ dito assimétrico.

Para o PCV simétrico ha (n — 1)!/2 solugdes possiveis. Para mostrar a magnitude do espago
de solucoes, para n = 20 ha 6 x 10'® solucoes. Supondo que um computador avalie uma solucao
(rota) em 107® segundos, seriam necessérios 6 x 10® segundos ou 168951 horas ou 7039 dias ou
cerca de 19 anos para se encontrar a melhor solucao por enumeracao completa de todas as possiveis
solucgoes.

5.2 Modelagem de Programacao Matematica

Seja o grafo G = (Cidades, A), onde Cidades é conjunto de cidades (clientes) e A o conjunto de
arcos ligando duas cidades, isto ¢, A = {(4,7) | i # j}.
Seja d;; a distancia da cidade ¢ para a cidade j.

(a) Variaveis de decisao:
x;;: variavel binaria que assume valor 1 se o arco (i, j) for utilizado e 0, caso contrario

fi;+ quantidade de fluxo enviada da cidade 7 para a cidade j

(b) Fungao objetivo:
min Z Z dijxij
1€Cidades jeCidades
(c) Restrigoes:

c.1) A cada cidade k s6 chega um arco:
> wy =1 Vk € Cidades

i€Clidades
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c.2) De cada cidade k s6 sai um arco:
Y. xy; =1 Vk € Cidades

je€Clidades

c.3) Eliminagao de subciclos:

Yo fuu— >, fuy=1VkeCidades | k #1

icCidades jeCidades

fij < (n—1)x;; Vi€ Cidades, Vj € Cidades
c.4) Integralidade e ndo-negatividade:

zi; € {0,1} Vi € Cidades, Vj € Cidades

fi; > 0 Vi € Cidades, Vj € Cidades

Observe que nas restri¢coes de eliminacao de subciclos, a variavel continua f indica o fluxo em
um arco. Na primeira delas, impde-se que o fluxo que chega a uma cidade k£ menos o que
sai de k seja igual a 1 (exceto para a cidade origem, cujo indice é 1). J& na segunda, o fluxo
maximo que passa em um arco usado no percurso é inferior a n — 1, onde n é o numero de
cidades, e quando um arco nao ¢ usado (x;; = 0) entdo o fluxo é nulo.

O modelo LINGO completo do PCV ¢é apresentado a seguir. Neste modelo, V' é o conjunto de
cidades e PCV.txt (vide Figura 5) é um arquivo texto contendo os dados do PCV, a saber:
relagao das cidades (A, ---, P) e suas coordenadas cartesianas.

! Cidades;
ABCDEFGHIJKLMNGOP~™

! Coordenadas x;
30 37 49 52 20 40 21 17 31 52 51 42 31 5 12 36 ~

! Coordenadas y;
40 52 49 64 26 30 47 63 62 33 21 41 32 25 42 16

Figura 5: Arquivo PCV.txt
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model:

title: Problema do Caixeiro Viajante;

sets:
V / @file(’Coordenadas.txt’) /: u, coord_x, coord_y;
Matriz(V, V): d, x;

endsets

data:
coord_x
coord_y

enddata

@file(’PCV.txt’);
@file(’PCV.txt’);

@for (V(i):
x(i,i) = 0;
@for(V(j):
d(i,j) = ( (coord_x(j) - coord_x(i))~2 +
(coord_y(j) - coord_y(i))~2 )~(0.5)));

[fo] min = @sum(V(i): @sum(V(j): d(i,j) * x(i,3j)));

! A cada cidade k sé chega um arco;
@for (V(k):
@sum(V(i): x(i,k)) = 1);

! De cada cidade k s0 sai um arco;
efor (V(k) :
@sum(V(j): x(k,j)) = 1);

! Restricoes de eliminacao de subciclos;
@for(V(k) | k #ne# 1:
Osum(V(i): £(i,k)) - @sum(V(j): f(k,j)) = 1);

@for(V(i):
@for(V(j): f(i,j) <= (@size(V) - 1) * x(i,j)));

@for (V(i):
@for (V(j): @bin(x(i,j))));

end

A solugao 6tima deste problema tem distancia total fo = 219,45, sendo a rota 6tima dada por
A~ M-F—-J—-K—-P—-E—-N-0O—-G—-H—-1—-B—-D—-C—L-—A.
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5.3 Modelagem Heuristica
5.3.1 Heuristicas Construtivas

Uma heuristica construtiva tem por objetivo construir uma solugao, elemento por elemento. A
forma de escolha de cada elemento a ser inserido a cada passo varia de acordo com a funcao de
avaliagao adotada, a qual, por sua vez, depende do problema abordado. Nas heuristicas cléssicas,
os elementos candidatos sao geralmente ordenados segundo uma funcao gulosa, que estima o
beneficio da insercao de cada elemento, e somente o “melhor” elemento é inserido a cada passo.

E importante mencionar que nio hé garantia de que a solucdo final produzida por uma heu-
ristica seja a 6tima.

A figura a seguir mostra o pseudocddigo para a construgao de uma solucao inicial para um
problema de otimizac¢do que utiliza uma fungao de avaliagdo g(.). Nesta figura, t,,enor indica o
membro do conjunto de elementos candidatos com o valor mais favoravel da funcao de avaliacao
g, isto é, aquele que possui o menor valor de g no caso de o problema ser de minimizacao ou o
maior valor de g no caso de o problema ser de maximizacao.

procedimento ConstrucaoGulosa(g(.), s);
s« 0;
Inicialize o conjunto C' de elementos candidatos;
enquanto (C # ) faca
9(tmetnor) = melhor{g(t) | t € C};
s ¢+ 5 U {tmethor };
Atualize o conjunto C' de elementos candidatos;
7 fim-enquanto;
8 Retorne s;
fim ConstrucaoGulosa;

S T W N =

[lustraremos o PCV com trés heuristicas construtivas, a saber: (a) Heuristica do Vizinho Mais
Proximo; (b) Heuristica de Nemhauser e Bellmore e (c) Heuristica da Inser¢do Mais Barata.

(a) Heuristica do Vizinho Mais Proéximo:
Nesta heuristica, parte-se da cidade origem e adiciona-se a cada passo a cidade k ainda nao
visitada cuja distancia a ultima cidade visitada é a menor possivel. O procedimento de cons-
trucao termina quando todas as cidades forem visitadas, situagao na qual é feita a ligacao
entre a ultima cidade visitada e a cidade origem.

No exemplo considerado, considerando-se a cidade 1 como a cidade origem, tem-se:

i) Passo 1: Adicione a cidade 3 a rota, ja que sua distancia a cidade 1 ¢ a menor (A cidade
6 também tem mesma distancia, e também poderia ser escolhida).

ii) Passo 2: Adicione a cidade 4 & rota, ja que sua disténcia a cidade 3 é a menor dentre as
cidades ainda nao visitadas (no caso, as cidades 2, 4, 5 e 6).

iii) Passo 3: Adicione a cidade 5 a rota, ja que sua distancia a cidade 4 é a menor dentre
todas as cidades ainda nao visitadas (no caso, as cidades 2, 5 e 6)

iv) Passo 4: Adicione a cidade 6 a rota, ja que sua distancia a cidade 5 é a menor dentre
todas as cidades ainda nao visitadas (no caso, as cidades 2 e 6)

v) Passo 5: Adicione a cidade 2 a rota, ja que esta é a tnica cidade ainda nao visitada

vi) Passo 6: Faga a ligagdo da cidade 2 (ultima cidade visitada) a cidade 1 (cidade origem)
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Ao final desses 6 passos, teremos produzido a solugdo s = (1 3 4 5 6 2). Para esta solugao,
a distancia total percorrida é dist = di3+dss+dys +dsg+dgo+do; = 14+3+24+24+242 = 12.

Complexidade da Heuristica do Vizinho Mais Proximo:

Iteragao # operagoes Observagoes
1 n—1 H&a n — 1 ligagoes para serem analisadas
2 n—2 H&a n — 2 ligagoes para serem analisadas
n—1 1 Ha apenas uma cidade ainda nao visitada

Total 1+2+--- +n—1 =n(n—1)/2 operagoes

A soma anterior é uma Progressao Aritmética cujo primeiro elemento é 1, dltimo elemento é
n — 1, a razao ¢é igual a 1 e o namero de termos é n — 1. A soma dos termos desta PA vale

S — (a1+anelem) nelem = <w> (n — l) = n(n — 1)/2

2

(b) Heuristica de Bellmore e Nemhauser:
Nesta heuristica, adicionamos a rota corrente a cidade k ainda nao visitada que esteja mais
proxima dos extremos da subrota, isto €, a cidade k se liga a uma cidade que esteja em uma
extremidade da subrota ou a outra extremidade.

No exemplo considerado, considerando-se a cidade 1 como a cidade origem, tem-se:

i)
ii)

iii)

iv)

v)

vi)

Passo 1: Adicione a cidade 3 a rota, ja que sua distancia a cidade 1 é a menor (A cidade
6 também tem mesma distancia, e também poderia ser escolhida).

Passo 2: Das cidades ainda nao visitadas (2, 4, 5 e 6), a cidade 6 ¢ a que menos dista de
um extremo da rota (cidade 1) e a cidade 4 é a que menos dista do outro extremo da rota
(cidade 3). Como a distancia dg; = 1 < d3q = 3, entao a cidade 6 é a escolhida e deve ser
conectada a cidade 1, isto é, a rota corrente é: s = (6 — 1 — 3).

Passo 3: Das cidades ainda nao visitadas (2, 4 e 5), a cidade 2 é a que menos dista de um
extremo da rota (cidade 6) e a cidade 4 é a que menos dista do outro extremo da rota
(cidade 3). Como a distancia dyg = 2 < d3y = 3, entao a cidade 2 ¢ a escolhida e deve ser
conectada a cidade 6, isto ¢, a rota corrente é: s = (2 — 6 — 1 — 3). A cidade 5 também
poderia ter sido escolhida para se conectar a cidade 6, pois tem a mesma distancia da
cidade 2 a cidade 6.

Passo 4: Das cidades ainda nao visitadas (4 e 5), a cidade 5 é a que menos dista de um
extremo da rota (cidade 2) e a cidade 4 é a que menos dista do outro extremo da rota
(cidade 3). Como a distancia d3y = 3 < ds2 = 7, entao a cidade 4 é a escolhida e deve ser
conectada a cidade 3, isto é, a rota corrente é: s =(2 —6—1—3 —4).

Passo 5: A tnica cidade ainda nao visitada é a cidade 5. Ela dista 7 unidades de um
extremo da rota (cidade 2) e 2 unidades do outro extremo (cidade 4). Logo, a cidade 5
deve ser conectada a cidade 4, isto é, a rota corrente é: s =(2—6—1—3 —4 —5).

Passo 6: Como todas as cidades ja foram visitadas, resta agora somente conectar as duas
extremidades (cidades 5 e 2) para formar um ciclo hamiltoniano.

Ao final desses 6 passos, teremos produzido a solugdo s = (2 6 1 3 4 5). Para esta solugao,
a distancia total percorrida é dist = dog+dgy +d13+d3s+das+dse =2+1+1+3+2+7 = 16.
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(c) Heuristica da Insercao Mais Barata:
Nesta heuristica, parte-se de uma subrota inicial envolvendo trés cidades e, a cada passo,
adiciona-se uma cidade k£ ainda nao visitada entre as cidades i e j da subrota cujo custo de
insercao sfj dado pela formula abaixo seja a menor possivel.

Sécj = dik -+ dkj — dz’j

As figuras a seguir ilustram a insercao da cidade k entre as cidades 7 e j.

(a) Antes da insergao (b) Depois da insergao
Observa-se que a subrota inicial pode ser formada por um procedimento construtivo qualquer.
Por exemplo, parta da cidade origem e adicione a subrota a cidade mais proxima. A seguir,
considerando as duas extremidades (cidade origem e tltima cidade inserida), adicione a cidade
ainda nao visitada cuja soma das distancias as duas extremidades seja a menor.

No exemplo considerado, considerando-se a cidade 1 como a cidade origem, constroi-se uma
solucao com os seguintes passos:

i) Passo 1: Adicione a cidade 3 a rota, ja que sua distancia a cidade 1 é a menor (A cidade
6 também tem mesma distancia, e também poderia ser escolhida).

ii) Passo 2: Das cidades ainda nao visitadas (2, 4, 5 e 6), a cidade 2 é a aquela cuja distancia
as cidades extremas 1 e 3 é a menor, no caso, do; + dzs = 2+ 5 = 7. Entao, a cidade
2 ¢ a escolhida e deve ser conectada as cidades 3 e 2, isto é, a subrota corrente é: s =
(1 - 3 — 2), com a cidade 2 ligada a cidade 1. Com os passos 2 e 3 encerra-se a
construcao de uma subrota inicial envolvendo trés cidades. A distancia total percorrida
é: d(S) :d13+d32—|—d21 = 1+5+2:8

iii) Passo 3: Das cidades ainda nao visitadas (4, 5 e 6), calculemos o custo de insergao entre
todas as cidades i e j da subrota. A tabela a seguir mostra os custos de insercao.

1k ] Si‘cj:dik‘i‘dkj_dij
1 4 3 sh=4+3-1=6
1 5 3 s55,=9+8-1-=16
1 6 3 $,-1+6-1-6
34 2 s4-=3+9-5-7
3 5 2 $5,=8+7-5=7
36 2 s8,=6+2-5=23
2 4 1 si=9+4-2=11
2 5 1 85, =7+9-2=14
2 6 1 s§,=2+1-2=1*
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Como o menor custo de insercao é s5,, entao a cidade 6 deve ser inserida entre as cidades
2 e 1. Logo, a subrota corrente passa a ser: s = (1 — 3 — 2 — 6). A distancia associada
a essa subrota ¢: d(s) = d(s)apterior + 591 =8 +1=29.

iv) Passo 4: Das cidades ainda nao visitadas (4 e 5), calculemos o custo de inser¢ao entre
todas as cidades i e j da subrota corrente. A tabela a seguir mostra os custos de insercao.

Sfj:dik—i-dkj—dij
s,—413-1-6
st =9 +8-1=16
S3p =3+9-5=7
$3 =8+ T7-5=17
Spe =9+ 5-2=12
$he =T +2-2=17
sh =5 44-1=38
& =2+9-1=10

DO W W |
CUR O R Ol Ol A
— = OO NN W W,

Como o menor custo de insergao ¢ si;, entao a cidade 4 deve ser inserida entre as cidades
1 e 3. Logo, a subrota corrente passa a ser: s = (1 -4 — 3 — 2 — 6). A distancia
associada a essa subrota é: d(s) = d(s)apterior + 513 = 9+ 6 = 15.

v) Passo 5: A tnica cidade ainda ndo visitada é a cidade 5. A tabela a seguir mostra os
custos de insercao dessa cidade entre todas as arestas da subrota corrente.

k S%Zdik—i-dkj—dij
S, =912-4=17
$y—2+8-3=7
$3 =8+ 7-5=10
$he =T +2-2=17
s =2+9-1=10

DN W s | .
Ot Ot Ot Ot Ot
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Como o menor custo de insercao ¢ s7,, entao a cidade 5 deve ser inserida entre as cidades
1 e 4. Logo, a rota resultante é: s = (1 -5 —4 — 3 — 2 — 6). A distancia associada a
essa rota ¢ d(s) = d(s)apterior + Sia = 10+ 7 = 22.

5.3.2 Heuristicas de Refinamento

Uma heuristica de refinamento consiste em promover modificagoes em uma solucao de forma
a tentar melhora-la. Elas sao baseadas na nocao de vizinhanca. Mais especificamente, seja .S
o espago de busca de um problema de otimizacao e f a funcdo objetivo a otimizar (minimizar
ou maximizar). A fun¢ao N, a qual depende do problema considerado, associa a cada solugao
s € S sua vizinhanga N(S) C S. Cada solucao s’ € N(s) ¢ chamada de vizinho de s.
Denomina-se movimento a modificacdo m que transforma uma solucao s em outra, s’, que
esteja em sua vizinhanga. Representa-se essa operagao por s’ < s @ m.

Em linhas gerais, nesta classe de heuristicas parte-se de uma solugao inicial qualquer (a qual
pode ser obtida por uma heuristica construtiva ou entao gerada aleatoriamente) e caminha-se,
a cada iteracao, de vizinho para vizinho de acordo com a definicao de vizinhanca adotada.

No caso do PCV, um movimento m pode ser a troca entre duas posi¢bes no vetor s. Assim,
se s = (4 312)", entao, com este tipo de movimento, sdo seus vizinhos as seguintes solugoes:
s = (3412 sy = (13420 s3=(2314)"5s,=(4132)}s5=(4213)
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e s; = (4321)" No caso de o movimento m ser a realocacio de uma cidade em outra
posicao na sequéncia, os vizinhos de s serdo: s; = (34 12)!, s, = (314 2), 55 = (4132)
s, = (4123)" s, = (432 1)". Ha outros movimentos mais elaborados, tal como o movimento
Or, que consiste em realocar um bloco contiguo de cidades em outra posi¢ao da sequéncia.
No exemplo considerado, considerando blocos de tamanho 2, teriamos os seguintes vizinhos:
s;=(1432) s, =(4231), s3 =(4123)". Neste exemplo, o primeiro vizinho é gerado
pela inser¢ao do bloco (4 3) entre as cidades 1 e 2; o segundo vizinho, pela inser¢ao do bloco
(3 1) entre as cidades 2 e 4 e, finalmente, o terceiro vizinho, pela inser¢ao do bloco (1 2) entre
as cidades 4 e 3.

Uma heuristica classica de refinamento é o Método da Descida (Descent Method) - no caso
de o problema ser de minimizagao - ou Método da Subida (Hill climbing Method)- no caso de
o problema ser de maximizacao. Nesse método parte-se de uma solugao inicial qualquer e a
cada passo sao analisados todos os seus possiveis vizinhos, movendo-se somente para aquele
que representar uma melhora no valor atual da funcao de avaliacao. Desta forma, o método
para quando um 6timo local, com relacao a vizinhanca utilizada, é encontrado.

Uma variante do método da Descida/Subida é o Método de Primeira Melhora (First Improve-
ment Method). Nesse método, interrompe-se a explorac¢ao da vizinhanga quando um vizinho
melhor é encontrado. Desta forma, apenas no pior caso, toda a vizinhanca é explorada. En-
tretanto, tal como no método da descida/subida, este método também fica preso no primeiro
6timo local encontrado.

Outro método alternativo, que evita essa pesquisa exaustiva é o Método de Descida/Subida
Randomica (Random Descent/Uphill Method). Ele consiste em analisar um vizinho qualquer e
o aceitar somente se ele for estritamente melhor que a solugao corrente; nao o sendo, a solugao
corrente permanece inalterada e outro vizinho é gerado. O procedimento é interrompido apos
um nimero fixo de iteragoes sem melhora no valor da melhor solugao obtida até entao. Como
nesse método nao é feita a exploracao de toda a vizinhanca da solucao corrente, nao ha
garantia de que a solucao final seja um 6timo local com relagao a vizinhanca adotada.

Na Figura 6 mostra-se o pseudocodigo do Método Randémico de Descida aplicado ao refi-
namento de uma solu¢do s em um problema de minimizagdo de uma fungao f(.), utilizando
uma estrutura de vizinhanga N(.). Nesta figura, IterMazx representa o niumero maximo de
iteragoes sem melhora no valor da funcao de avaliacao.

procedimento DescidaRandomica(f(.), N(.), IterMax, s);
1 TIter — 0;  {Contador de iteragdes sem melhora }

2 enquanto ([ter < IterMax) faga

3 Iter « Iter + 1;

4 Selecione aleatoriamente s € N(s);
5 se (f(s) < f(s)) entdo

6 Iter < 0;

7 s+ 5

8 fim-se;

9 fim-enquanto;
10 Retorne s;
fim DescidaRandomica;

Figura 6: Método de Descida Randdmica
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5.4 Variantes do PCV

5.4.1 Problema dos m-Caixeiros Viajantes

Nesta variante do PCV ha m Caixeiros e se deseja minimizar a distancia total percorrida por
todos eles. Considere os seguintes parametros de entrada:

Cidades

dij
n
m

Conjunto das cidades

Distancia da cidade ¢ a cidade j

Cardinalidade do conjunto de cidades, isto é, n = |Clidades|
Nimero de Caixeiros Viajantes

(a) Variaveis de decisao:
x;; variavel binaria que assume valor 1 se o arco (i, j) for utilizado e 0, caso contrario

fi; quantidade de fluxo enviada da cidade 7 para a cidade j

Funcao objetivo:

min

> >, dizij

1€Cidades jeCidades

Restrigoes:

c.1)

c.2)

c.3)

c.4)

c.b)

c.6)

c.7)

A cada cidade k, exceto a origem (cidade de indice 1), s6 chega um arco:
> wy =1 Vk e Cidades |k # 1

1€Cidades

De cada cidade k, exceto a origem (cidade de indice 1), s6 sai um arco:

Y. wx; =1 Vk € Cidades |k # 1

jeClidades

Da cidade origem saem m arcos:

>, T =m

j€Clidades

A cidade origem chegam m arcos:

Z Ti1 =M

1€Cidades

Exceto para a cidade origem (primeira cidade), o fluxo que chega a uma cidade k menos
o que sai de k é igual a 1:

Yo fuu— >, fuy=1VkeCCidades | k#1

i€Cidades j€Clidades

O fluxo maximo que passa em um arco usado no percurso é inferior a n —m, onde n é o
nimero de cidades e m é o nimero de caixeiros:

fij < (n—m)x;; Vi e Cidades, Vj € Cidades
Integralidade e nao-negatividade:

z;; € {0,1} Vi € Cidades, Vj € Cidades

fi; > 0 Vi € Cidades, Vj € Cidades

5.4.2 Problema do Caixeiro Viajante com Coleta Seletiva de Prémios

O Problema do Caixeiro Viajante com Coleta de Prémios (PCVCP), referido na literatura inglesa
como Prize Collecting Traveling Salesman Problem (PCTSP), é uma variante do Problema do
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Caixeiro Viajante. O PCVCP pode ser associado a um caixeiro viajante que coleta um prémio
Pk, Nao negativo, em cada cidade k£ que ele visita e paga uma penalidade v, para cada cidade k
que nao visita, com um custo ¢;; de deslocamento entre as cidades 7 e j. O problema encontra-se
em minimizar o somatério dos custos da viagem e penalidades, enquanto inclui na sua rota um
numero suficiente de cidades que o permita coletar um prémio minimo, p,,;,, pré-estabelecido.

O PCVCP foi formulado inicialmente por Egon Balas |2] como um modelo para a programacao
da operacao diaria de uma fabrica que produzia laminas de ago. Por razoes que tinham a ver
com o desgaste dos rolos e também por outros fatores, a sequéncia na ordem do processamento
era essencial. A programacao consistia na escolha de um ntmero de laminas associadas as suas
ordens de execugao, que satisfizessem o limite inferior do peso, e que ordenadas numa sequéncia
apropriada, minimizasse a funcao de sequéncia. As tarefas de escolha das laminas e das opgoes
disponiveis para o seu sequenciamento necessitavam ser resolvidas em conjunto.

Para a modelagem de programacgao matematica do PCVCP, sejam os seguintes parametros de
entrada:

Clidades ; Conjunto das cidades

Cij : Custo de deslocamento da cidade 7 a cidade j

n ; Cardinalidade do conjunto de cidades, isto ¢, n = |Cidades|
Dk : Prémio coletado por visitar a cidade k

Vi : Penalidade paga por nao visitar a cidade k

(a) Variaveis de decisao:
x;; variavel binaria que assume valor 1 se o arco (¢, j) for utilizado e 0, caso contrario

fi; a quantidade de fluxo enviada da cidade 7 para a cidade j

2 variavel binéaria que assume valor 1 se a cidade k for visitada e 0, caso contrario

(b) Fungao objetivo:

min Y > im0 (1= z)

1€Cidades jeCidades keCidades
(c) Restrigoes:

c.1) A cada cidade k visitada s6 chega um arco:
Sy =z Vk € Clidades

1€Cidades

c.2) De cada cidade k visitada s6 sai um arco:
Yo ayj =z Yk € Cidades

jeCidades
c.3) O prémio minimo p,,;, deve ser coletado:

keCidades

c.4) Exceto para a cidade origem (primeira cidade), o fluxo que chega a uma cidade k menos
o que sai de k é igual a 1 se a cidade k for visitada e 0, caso contrario:

Yo fie— > frj =2z Vk € Cidades | k # 1

i€Cidades j€Clidades

c.5) O fluxo méximo que passa em um arco usado no percurso ¢é inferior a n — 1, sendo n o
nimero de cidades:

fi; < (n—1)x;; Vi€ Cidades, Vj € Cidades
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c.6) Integralidade e nao-negatividade:
z;; € {0,1} Vi € Cidades, Vj € Cidades
fi; > 0 Vi € Cidades, Vj € Cidades
2z € {0,1} Vk € Cidades

6 Problema de Roteamento de Veiculos

6.1 Definicao

Seja um conjunto de consumidores {1,2,---,n} e uma frota ilimitada de veiculos sediada em
um tnico depdsito 0. Para cada par (4, j) é dado o custo de ligacdo ¢;;. No problema basico de
roteamento de veiculos, a frota é homogénea, isto é, os veiculos tém a mesma capacidade (cap).
O PRV consiste em encontrar as rotas de custo minimo para os veiculos satisfazendo as seguintes
condigoes:

i) Toda rota comega e termina no deposito
ii) A demanda g de todos os consumidores deve ser atendida

iii) Em toda rota, a demanda ¢; atendida ndo pode ultrapassar a capacidade cap do veiculo

6.2 Modelagem de Programacao Matematica

Considere os seguintes parametros de entrada:

V. Conjunto dos consumidores e o deposito, isto é, V' ={0,1,2,--- ,n}
cij : Custo de ligagao entre os elementos ¢ e j de V'
qr. : Demanda do consumidor k. No caso do depoésito, tem-se gy = 0

cap : Capacidade de cada veiculo

(a) Variaveis de decisao:
x;; variavel binaria que assume valor 1 se o arco (¢, j) for utilizado e 0, caso contrario

fi; a quantidade de fluxo enviada do n6 i para o n6 j

(b) Funcao objetivo:
min Z Z Cij T4
i€V jev

(c) Restrigoes:

c.1) A cada né k, exceto aquele referente ao depésito 0, s6 chega um arco:
rgp=1VkeV, k#0
iev

c.2) De cada no k, exceto aquele referente ao depdésito 0, s6 sai um arco:
dag=1VkeV. k#0
jev

c.3) No deposito 0, o niimero de arcos que saem ¢é igual ao nimero de arcos que chegam:

> Loj = > Tig

JEV 1%
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c.4) Exceto para o no referente ao depésito, o fluxo que chega ao né k menos o que sai de k
¢ igual a demanda associada ao k-ésimo no:

o fie— 2 fej=a VKEV |EF#0
i€V jev
c.5) O fluxo maximo que passa em um arco usado no percurso ¢ inferior a cap:

fij S (cap)xij Vi € Vv, VJ eV

c.6) Integralidade e nao-negatividade:
Lij S {0,1} Vi € V, VJ eV
fngO VieV, VjeV

Uma formulagao de eliminacao de subciclos que requer menor quantidade de variaveis é apre-
sentada a seguir. Estas restrigdes substituem as de fluxo apresentadas anteriormente (restrigoes
cdech):

Up > U + qr — cap + cap X (xp; + Tig) — (g + @) X xp; VEEV EA0,VieV, i £0,i#k

QG <up <cap VkeV k#£0

up < cap — (cap — qx) X vop Yk €V E#£0

ug > qp+ Y, (g xaw) YEEVE#O

i€V |10

Observamos que 0, nessas expressoes, representa o deposito. Assim, no LINGO, devemos aludi-
lo a @index(0) ou, simplesmente, ao cliente de indice 1 (considerando que o mesmo é o primeiro
da lista).

A seguir, sdo apresentados dois modelos LINGO referentes ao PRV, em que V. = {0,1,2,--- ,n}.
O primeiro interfaceia com uma planilha Excel, enquanto no segundo a leitura de dados ¢ feita a
partir de um arquivo txt. No primeiro modelo, escreve-se @Qindex(0) para se referenciar ao deposito
(0) e s@o usadas variaveis de fluxo para eliminar subciclos. Ja no segundo modelo, pressupoe-se
que o deposito é a primeira cidade do conjunto V; assim, tem indice 1.

model:
sets:
cidades / @ole(’prv.xls’,’cidades’)/: q;
matriz(cidades, cidades): c, ! Matriz de custos;
x, ! x(i, j) =1 se o arco (i,j) fizer parte da solugio;
f; ! Fluxo de i para j;
endsets
data:
q, cap = @ole(’prv.xls’,’demanda’,’capVeic’);
enddata

[fol] min = @sum(matriz(i,j): c(i,j)*x(i,j));

! De cada cidade k, exceto o depdésito, s sai um Gnico veiculo;
@for(cidades(k) | k #NE# Qindex(0): @sum(cidades(j): x(k,j)) = 1);

! A cada cidade k, exceto o depdsito, s0 chega um tnico veiculo;
@for(cidades(k) | k #NE# Q@index(0): @sum(cidades(i): x(i,k)) = 1);

! 0 nimero de veiculos que saem do depdésito deve ser igual
ao nimero de veiculos que chegam ao depdsito;
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O@sum(cidades(j): x(Q@index(0), j)) = @sum(cidades(i): x(i, Q@index(0)));

! Ao passar por uma cidade k, exceto o depdsito (0), o veiculo deve atender a
demanda dessa cidade, i.é, deve deixar q(k) unidades de produto na cidade k;
@for(cidades(k) | k #ne# Q@index(0):
Osum(cidades(i): £(i,k)) - @sum(cidades(j): f(k,j) ) = q(k) );

! 0 fluxo méximo em cada aresta ndo pode superar a capacidade do veiculo;
@for(matriz(i,j): £(i,j) <= (cap)*x(i,j));

! As variaveis x sdo binarias;
@for (matriz(i,j): @bin(x(i,j)));

! Exporta a solugdo para o arquivo prv.xls;
data:

Q@le(’prv.xls’,’x’,’fo’) = x, fo;
enddata

end

O segundo modelo requer um menor numero de variaveis e utiliza variaveis reais u > 0 para
eliminar subciclos. Como dito anteriormente, considera-se que o depoésito é o primeiro elemento
do conjunto V. Além disso, as distancias entre os elementos de V' sao calculadas a partir de suas
coordenadas. Nesse modelo, a entrada de dados é via arquivo txt.

! Cidades;
Dep ABCDEFGHTIUJK?-™

! Coordenadas x;
30 37 49 52 20 40 21 17 31 52 51 42 ~

! Coordenadas y;
40 52 49 64 26 30 47 63 62 33 21 41 ~

! Demanda dos clientes;
0 14 26 18 26 32 17 27 8 16 15 28 ~

! Capacidade dos veiculos;
50

model:

title: Problema de Roteamento de Veiculos;

sets:
V / @file(’PRV.txt’) /: u, q, coord_x, coord_y;
Matriz(V, V): d, x;

endsets

! Leitura dos dados;
data:
coord_x = @file(’PRV.txt’);
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coord_y = @file(’PRV.txt’);

q = @file(’PRV.txt’);

cap = @file(’PRV.txt’);
enddata

! Calculo das distidncias entre os elementos de V;
@for(V(i):
x(i,i) = 0;
@for (V(j):
d(i,j) = ( (coord_x(j) - coord_x(i))~2 +
(coord_y(j) - coord_y(i))~2 )~(0.5)));

[fo] min = @sum(V(i): @sum(V(j): d(i,j) * x(i,j)));

! A cada cidade k, exceto o depdésito, sé chega um arco;
@for(V(k) | k #ne# 1:
@sum(V(i): x(i,k)) = 1);

! De cada cidade k, exceto o depdésito, s sai um arco;
@for(V(k) | k #ne# 1:
@sum(V(j): x(k,j)) = 1);

! 0 nimero de veiculos que saem do depdsito deve ser igual
ao numero de veiculos que chegam ao depdsito;
@sum(cidades(j): x(1, j)) = @sum(cidades(i): x(i, 1));

! Restrigbdes de eliminagdo de subciclos;
@for(V(k):
@for(V(i) | i #ne# k #and# i #ne# 1:
u(k) >= u(i) + q(k) - cap + capx(x(k,i) + x(i,k)) - (q(k) + q(i))*x(k,1i)));

@for(V(k) | k #NE# 1:
@bnd(q(k), ulk), cap));

@for(V(k) | k #NE# 1:
u(k) <= cap - (cap - q(k))*x(1,k));

@for(V(k) | k #NE# 1:
u(k) >= q(k) + @sum(V(i) | i #ne# 1: q(i)*x(i,k)));

! As variaveis de decisdo x sdo binarias;
@for(V(i):
@for(V(j): @bin(x(i,j))));

end
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6.3 Geracao de colunas para o PRV

Seja Colunas = {1,2,--- ,n} um conjunto de colunas (rotas) para o PRV e Linhas = {1,2,--- ,m}
um conjunto de clientes a serem visitados (linhas). Seja ¢; o custo da coluna j.

O PRV, nesse caso, consiste em escolher as colunas de tal forma que cada linha seja coberta
por uma tunica coluna a custo minimo.

Para essa modelagem de programacao matemaética, conhecida como modelo de particionamento
de conjuntos, sejam os seguintes parametros de entrada:

Colunas Conjunto das colunas (rotas)

Linhas : Conjunto das linhas (clientes a serem visitados)

c; : Custo da coluna j

@i : Parametro que assume o valor 1 se o cliente i for atendido pela rota j e 0, c.c.

(a) Variaveis de decisao:
x; variavel binaria que assume valor 1 se a coluna j for utilizada e 0, caso contrario

(b) Funcao objetivo:
min ) ¢z
jeColunas

(c) Restrigoes:

c.1) Cada linha i é coberta por uma tnica coluna j:
> ayx; =1 Vi€ Linhas
jeColunas
c.2) Integralidade e nao-negatividade:
z; € {0,1} Vj € Colunas

Segue um pequeno exemplo com 8 clientes e 6 possiveis rotas.

Rotas
Clientes 1 2 3 4 5 6
1 1 O 0 0 0 0
2 1 O 0 0 0 0
3 1 O 0 0 0 0
4 0 1 0 0 1 o0
5 0 1 0 0 0 1
6 0 O 1 0 1 0
7 0 O 1 0 0 1
8 0 O o 1 1 0

Custo 100 50 70 60 80 40

Nesse exemplo, a rota 1 atende aos clientes 1, 2 e 3 ao custo de 100 unidades monetarias. Ja
a rota 2 atende aos clientes 4 e 5 ao custo de 50 u.m.

Observe que na solu¢ao de particionamento de conjuntos, cada linha deve ser coberta por uma
tnica coluna. Assim, por exemplo, o cliente 4 nao pode ser atendido conjuntamente pelas rotas 2
e 4.

Uma solugdo para esse exemplo é: 2 = (11110 0)*, cujo custo & f(zV)) = 100 + 50 + 70 +
60 = 280. Nesse vetor z(1) fazem parte da solucdo as colunas 1, 2, 3 e 4. Outra possivel solucio é:
@ = (10001 1), cujo custo & f(z?) = 100+ 80 + 40 = 220. Essa segunda solucio é composta,
pelas colunas 1, 5 e 6. O que se deseja é determinar quais colunas fazem parte da solucao 6tima.
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O PRV também pode ser modelado como um problema de recobrimento de conjuntos, conhe-
cido na literatura inglesa como Set Covering Problem. Neste caso, cada cliente deve ser coberto
por pelo menos uma rota (coluna). O modelo de programagao matematica correspondente é:

(a) Variaveis de decisao:
x; variével binaria que assume valor 1 se a coluna j for utilizada e 0, caso contrario

(b) Fungao objetivo:
min ) ¢z
jeColunas

(¢) Restrigoes:

c.1) Cada linha i é coberta por pelo menos uma coluna j:
> ajjz; >1 Vi€ Linhas

j€Colunas

c.2) Integralidade e ndo-negatividade:
z; € {0,1} Vj € Colunas

Nesta ultima modelagem, se um cliente porventura for visitado (coberto) por mais de uma
rota, entao, na solucgao final, deve-se escolher sua ocorréncia em apenas uma das rotas e elimina-lo
das demais.

6.4 Modelos Heuristicos para o PRV

6.4.1 Heuristicas Construtivas

(a) Adaptagao da Heuristica do Vizinho Mais Préximo ao PRV

Nesta heuristica, a ideia é comegar com um veiculo no depoésito e ir para o cliente mais proximo
que ainda possa ser visitado sem desrespeitar as restricoes do problema. Caso o veiculo nao
possa atender mais clientes, deve-se retornar ao depdsito e recomecar o procedimento com
outro veiculo. O procedimento para quando todos os clientes forem atendidos.

Exemplo: Considere a matriz de custos a seguir, onde o depoésito é referenciado pelo nimero
0, e as demandas de cada uma das 5 cidades. Sabendo que os veiculos tém 20 unidades de
capacidade, determine as rotas de custo minimo para os veiculos.

Cliente 0 1 2 3 4 5 Demanda
0 0 6 7 8 9 10 0
1 6 0 3 2 1 4 5
2 7T 3 0 5 3 4 9
3 8 2 5 0 8 1 6
4 9 1 3 8 0 5 4
5 10 4 4 1 5 0 7

Na sequéncia de passos a seguir, mostra-se como construir uma solucao para o PRV pela
Heuristica do Vizinho Mais Préoximo partindo-se do deposito.

i) Passo 0: Sai-se do deposito com o veiculo 1.
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ii) Passo 1: Adicione a cidade 1 a rota do primeiro veiculo, ja que sua distancia ao deposito
é a menor (dig = 6 < djy Vi € V) e a demanda acumulada (5 unidades) é menor que a
capacidade do veiculo (20 unidades).

iii) Passo 2: Adicione a cidade 4 & rota do primeiro veiculo, jA que sua disténcia a ultima
cidade visitada (cidade 1) é a menor dentre as cidades ainda nao visitadas (no caso, as
cidades 2, 3, 4 ¢ 5), e a demanda acumulada (9 unidades) ¢ menor que a capacidade do
veiculo (20 unidades).

iv) Passo 3: Adicione a cidade 2 a rota do primeiro veiculo, ji que sua distancia a dltima
cidade visitada (cidade 4) é a menor dentre todas as cidades ainda nao visitadas (no caso,
as cidades 2, 3 e 5) e a demanda acumulada (18 unidades) ¢ menor que a capacidade do
veiculo (20 unidades).

v) Passo 4: A cidade mais proxima a cidade 2, dentre as ainda néo visitadas (cidades 3 e 5),
é a cidade 5. No entanto, a demanda dessa cidade (7 unidades) ndo pode ser atendida
pelo veiculo 1, pois seria ultrapassada a capacidade do veiculo 1. Passa-se entao para
a segunda cidade mais proxima, no caso, a cidade 3. Também nesse caso sua demanda
(6 unidades) néo pode ser atendida pelo veiculo 1. Como as cidades nao visitadas nao
podem ser atendidas pelo veiculo 1, retorna-se ao depoésito, fechando-se a rota do primeiro
veiculo.

vi) Passo 5: Sai-se do depdésito com o veiculo 2.

vii) Passo 6: Adicione a cidade 3 a rota do segundo veiculo, ja que sua distancia ao deposito é a
menor dentre as duas cidades ainda nao visitadas (cidades 3 e 5), pois dp3 = 8 < dps = 10)
e a demanda acumulada (6 unidades) pode ser atendida.

viii) Passo 7: A tnica cidade ainda nao visitada é a cidade 5. Sua demanda, de 7 unidades,
pode ser atendida pelo veiculo corrente, pois a demanda acumulada passa a ser de 13
unidades, que é menor que a capacidade do veiculo 2 (de 20 unidades).

ix) Passo 8: Nao ha cidades ndo atendidas. Logo, deve-se retornar ao deposito com o segundo
veiculo.

Ao final desses 8 passos, teremos produzido as seguintes rotas:

Rota 1: s) = (0 1 4 2). Nesta rota, a distancia percorrida pelo primeiro veiculo &
dist(sM) = do; +dyy +dys +dog = 6 +1+3+7 = 17. A carga ttil do veiculo 1 é de 18
unidades, ou 90% de sua capacidade.

Rota 2: s) = (0 1 4 2). Nesta rota, a distancia percorrida pelo segundo veiculo &
dist(s?) = dyg + dss +dso = 8+ 1+ 10 = 19. A carga ttil do veiculo 2 ¢ de 13 unidades, ou
65% de sua capacidade.

O numero de veiculos utilizados €, portanto, 2 e a distancia total percorrida por eles é dist =
dist(sM)) + dist(s?) = 17 + 19 = 36 unidades de distancia.

Heuristica de Clarke e Wright

Este método comeca com um veiculo atendendo um cliente e retornando ao depésito. A figura
a seguir ilustra essa situacgao, onde se mostram duas rotas, uma atendendo a cidade 7 e a outra
a cidade j.
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A seguir, sao feitas todas as possiveis combinagoes entre duas rotas de modo que um veiculo
possa ser eliminado e a distancia de viagem, reduzida. Isto é, deve ser calculada a economia
s;; entre todos os pares (7, j) de cidades onde i é uma cidade da extremidade de uma rota e j
uma extremidade de uma outra rota, conforme equagao a seguir.

Sij = dio + doj — dij

A figura seguinte ilustra a juncao das duas rotas, uma envolvendo a cidade i e a outra, a
cidade j.

E importante observar que as combinacoes de rotas sao feitas apenas entre as cidades das
extremidades das rotas. Além disso, s6 podem ser combinadas rotas que atendam as restrigoes
de capacidade dos veiculos envolvidos (e outras restrigdes porventura existentes, como por
exemplo, janelas de tempo).

Calculadas todas as possiveis combinagoes (tarefa que é executada uma unica vez), é reali-
zada aquela combinacao que produz a maior economia possivel satisfazendo, naturalmente, as
restrigoes estabelecidas.

Exemplo: Resolva o exemplo anterior pela Heuristica de Clarke e Wright.

1% Iteragao:

Inicialmente, alocamos um veiculo para atender cada um dos clientes. A distancia total
percorrida é:

dist = do1+d10+d02+d20+d03+d30+d04+d40+d05+d50 = 6+6+7+7+84+849+9+10+10 = 80.
Numero de veiculos = 5.



v g dio doj dij  Sij = dio + doj — dij Demanda acumulada
1 2 6 7 3 S9=6+7-3=10 14
1 3 6 8 2 s3=6+8-2=12 11
1 4 6 9 1 syu=6+9-1=14 9
1 5 6 10 4 s5=6+10-4=12 12
2 3 7 8 5 S93=7+8-5=10 15
2 4 7 9 3 Su=7+9-3=13 13
2 5 7 10 4 sp=7+10-4=13 16
3 4 8 9 8 s34=8+9-8=9 10
35 8 10 1 s35=8+10-1=17* 13
4 5 9 10 5 s45=9+10-5=14 11

* Maior economia

Como s35 = max{s;;} V(¢,j) e a soma das demandas das rotas envolvendo os clientes 3 e 5
nao supera a capacidade de um veiculo, devemos combinar essas duas rotas. A distancia total
percorrida é:

dist = dist — s35 = 80 — 17 = 63.

Nimero de veiculos: 4

2¢ Tteracao:

Atualizemos o quadro anterior apenas com relagao as demandas acumuladas, ja que as eco-
nomias serao as mesmas.

1 ] diO dOj dij Sij :di0+d0j _dij Demanda acumulada
12 6 7 3 sp=6+7-3=10 14
1 3 6 8 2 s3=6+8-2=12 18
1 4 6 9 I s4=6+9-1=14" 9
1 5 6 10 4 s5—=6+10-4~=12 18
2 3 7 8 5 s33=7+8-5=10 22
2 4 7 9 3 su=7+9-3=13 13
2 5 7 10 4 5955 =7+10-4-=13 22
34 8 9 8 s3—=8+9-8=9 17
4 5 9 10 5 s45=9+10-5=14 17

* Maior economia

Como s14 = max{s;;} V(i,j) e a soma das demandas das rotas envolvendo os clientes 1 e 4
nao supera a capacidade de um veiculo (que é de 20 unidades), devemos combinar as rotas
envolvendo os clientes 1 e 4. A distancia total percorrida é:

dist = dist — s;4 = 63 — 14 = 49.

Nimero de veiculos: 3

3¢ Iteracao:

[gualmente, atualizemos o quadro anterior apenas com relagao as demandas acumuladas, ja
que as economias serao as mesmas.

v g dig doj dij  Sij = dio + doj — dij Demanda acumulada
1 2 6 7T 3 S9=6+7-3=10 18
1 3 6 8 2 s3=06+8-2=12 22
1 5 6 10 4 s5=6+10-4=12 22
2 3 7 8 5 S3=7+8-5=10 22
2 4 7 9 3 Syu=7+9-3=13" 18
2 5 7 10 4 s95=7+10-4=13 22
3 4 8 9 8 834=8+9-8=9 22
4 5 9 10 5 s5=9+10-5=14 22
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* Maior economia

Como $94 = max{s;;} ¥(i,j) e a soma das demandas das rotas envolvendo os clientes 2 e 4
nao supera a capacidade de um veiculo (que é de 20 unidades), devemos combinar as rotas
envolvendo os clientes 1 e 4. A distancia total percorrida é:

dist = dist — s9y = 49 — 13 = 36.

Numero de veiculos: 2

4* Tteracao:

Atualizemos o quadro anterior com relacao as demandas acumuladas, eliminando as combina-
¢oes ja efetuadas, bem como aquelas que nao tém as cidades ¢ e j nas extremidades das rotas
(no caso, as combinagoes envolvendo as cidades 1 e 2,2 e 4,3 e4, edeb).

1 ] diO dOj dij Sij = diO + dOj — dij Demanda acumulada
13 6 8 2 s3=6+8-2=12 31
15 6 10 4 s5=6+10-4-=12 31
2 3 7 8 5 s3=7+8-5=10 31
2 5 7 10 4 595 =7+10-4-=13 31

Como todas as combinacoes de duas rotas resulta em uma rota inviavel, pois a demanda
acumulada supera a capacidade de um veiculo, o método para e retorna como solugao final as
rotas:

Rotal: 0 -1 —4—2—0

Rota2: 0 -3 —5—0

Distancia total = 36

Niamero de veiculos utilizados: 2

Tal como anteriormente, podem ser calculadas as taxas de utilizacao de cada veiculo, as quais,
no caso, sao as mesmas da solucao gerada pela Heuristica do Vizinho Mais Préximo.

6.4.2 Heuristicas de refinamento

As heuristicas de refinamento classicas do PRV sao baseadas em movimentos envolvendo troca
(exchange ou swap) e realocagao (insertion ou shift) de clientes em uma mesma rota ou em rotas
distintas.

Comentemos o funcionamento dessas heuristicas. Dada uma solugao inicial s, obtida por
uma heuristica construtiva, sao analisados todos os vizinhos possiveis usando-se o movimento de
realocagao (ou troca), inicialmente com realocagoes (trocas) intra-rotas e depois com realocagoes
(trocas) inter-rotas. Se o melhor vizinho s’ for melhor que a solugdo corrente s entao s’ passa a
ser a nova solugao corrente, isto é, s «+— s’ e o procedimento continua a partir de s ; caso contréario,
o procedimento retorna s como solucao 6tima local.

7 Enumeracao Implicita em Programacao Inteira 0-1

[Baseado no livro [5], dos professores Nelson Maculan Filho e Méarcia Costa Fampa da UFRJ]

Seja:
(P): min z =
Q557 5 S bz Vi = 1,2,"' ,m (2)

écﬁj (1)

z; € {0,1} Vj=1,2---.,n (3)
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onde ¢j, a;;,b; € R
Sem perda de generalidade, podemos sempre supor ¢; > 0 Vj = 1,2,--- ,n, pois no caso de
existir k£ tal que ¢, < 0, basta criar uma variavel y, € {0,1} tal que 2 = 1 — y,. Com essa
n

mudanca de variavel, a nova funcao objetivo passa a ser Z c;xj — cxTy + cx. Assim, teremos que

Jj=1
itk
n
minimizar z — ¢ = Y ¢;z; — cxyk. Logo, a seguinte hipotese é assumida ao longo desta secao:
=1
i#k

Hipétese: ¢; >0 Vj=1,2,--- ,n
Definimos também ¢ = (¢1 ¢a =+ ¢,), b = (b1 by -+ by), o' = (x1 z2 -+ x,) € A= (aij)mxn

uma matriz com m linhas e n colunas.
O problema (P) podera ser escrito também da seguinte maneira:

(P): min z = cx (4)
Ar < b (5)
z € {0,1}" (6)

Uma solugdo de (3) ou (6) sera representada por 2P = (zf 25 --- 2P)' ou também pelo
conjunto J, = {j | z; = 1}.

Exemplo: Para "= (0111001 1)" tem-se J; = {2,3,4,7,8}.

Uma solugdo 27 é dita descendente de a? se J, C J,. Exemplo: a solugdo 2= (111011)" ¢
descendente da solugao 2 = (00101 1)".

Em alguns problemas, certas variaveis devem ser fixadas a priori para que possamos satisfazer
as desigualdades de (2). Exemplos:

3x1 + Txo + 223 + x4 < 5 implica que x5 = 0.

2x1 + 829 + w3 + x4 > 9 implica que x5 = 1.

No caso em que estas duas restrigoes fagam parte de (2), podemos assegurar que o conjunto
de solucgoes viaveis é vazio.

Propriedade 1 Se z? é uma solugdo de (3) entdo > cjz; < > c¢;x; para todas as solucoes z¢

j€dp j€Tq
descendentes de x”.
Demonstracao:
Basta lembrar que ¢; >0 Vj =1,2,--- ,neque J, C J,.
Propriedade 2 Se 2° = (00 --- 0)! satisfaz (2), entao z° é uma solugao 6tima de (P).
Demonstracao:

n
Como, por hipotese, ¢; > 0 e z; € {0,1} entdo z = Zlcjxj > 0. Logo, o valor minimo de z >0 ¢
‘7:
z =0, ou seja, o ponto 6timo (ponto de minimo) ocorre para x = 0.
Sera apresentado, a seguir, um esquema de enumeracao que supoe que a solucao inicial z¥ é tal
que Jo = {}, isto &, 2° = (0 0 --- 0)" ndo satisfaz o conjunto de restrigoes (2). Se esse conjunto

de restrigoes fosse satisfeito, entdo 2V seria 6timo do problema (P) pela Propriedade 2.

Esquema de Enumeracao:
Suponhamos que estejamos na solu¢ao z? de (3) e que z seja a melhor solugdo viavel de (P)

encontrada até o momento, isto ¢, existe 27 tal que Z = ) c;z; e que 27 seja viavel de (P). Caso
J€Jq
nao tenhamos ainda encontrado uma solucao viavel, colocamos z = +oc.
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A partir da solucao 2P desejamos obter 27 descendente de z? tal que |J,| = |.J,| + 1 ou, equiva-
lentemente, J, = J, U{l}, onde [ é o indice da variavel que assumiré valor unitario. Consideremos
as seguintes hipoteses:

(i) Se z? ¢é viavel de (P) ent@o nao nos interessa buscar um descendente z¢ de x?, pois
> cjz; < > cjz; (vide Propriedade 1).

J€Jp JE€Jq

(i) Se > cjxj+¢ > zZ VIl & J,, isto quer dizer que todas as solucoes descendentes de z?
J€Jp
fornecerao valores a fungéo objetivo (1) sempre superiores ou iguais a z. Nesse caso, também
nao nos interessa enumerar os descendentes de x?.

(iii) Se existir indice ¢ tal que:
b, — Z Qi Tj — Z minimo{O,aU} <0
Jj€Jp J€Jp
entdao nunca havera um descendente de z? vidvel. Assim, também nao haveréd interesse em
enumerar os descendentes de z?.

Definimos (i), (ii) e (iii) como condi¢oes de parada na solugao z*.

Quando tivermos parado em zP por uma das trés condigoes, teremos enumerado implicita-
mente todas as solugoes descendentes de xP.

Caso em zP nao tenhamos nenhuma condi¢ao de parada satisfeita, teremos que procurar uma
solucao descendente de z?, por exemplo, x4, tal que J, = J, U {l}, onde evidentemente | & J,.

n
Consideremos s; = b; — > a;;xjes; >0 Vi=1,2,---  m, isto é, a variavel s; sera de folga da
j=1

restricao i.
Seja s =b; — > aijz;, isto ¢, s¥ representa o valor de s; quando = = a?.
JE€Jp
Em 2P podemos definir os seguintes conjuntos:

1. Ay={k| > czj+cp>2 Vk&J,}

i€y
2. D, ={k|Vicom s <0, tem-se a;, >0, Vk & J,}
3. C,={1,2,--- ,n} = (J,UA,UD,)

Dito de outra forma, o conjunto D, pode ser determinado verificando-se quais sao as colunas k,
dentre aquelas nao pertencentes & solugao parcial J,, para as quais tém-se coeficientes a;; maiores
ou iguais a zero em toda a coluna. Para formar o conjunto A, é necessario que todas as colunas
k nao pertencentes a solugao .J, resultem em piora (ou manutengao) do valor da melhor solucao
encontrada até o momento, no caso, Z.

O conjunto C), fornecera os indices das variaveis candidatas a tomarem valor igual a 1, isto €,
os indices | € C, para formar uma solugao 29 descendente de z” na forma J, = J, U {l}. Observe
que o conjunto A, fornece os indices das variaveis que pioram (ou mantém) o valor da solucdo
corrente caso entrem na solugao. Ja D, retne os indices das varidveis cuja entrada produzira
descendentes inviaveis. Assim, tanto A, quanto D, reunem indices para os quais nao vale a pena
incorporé-los a solucao.

m
Seja d? = Zlmin{(), st —ajz;}y, j€ Cped = %%X{d?}, isto é, d] & a menor soma das
i j2
inviabilidades. Em outras palavras, cada parcela min{0, s¥ — a;;z;} representa o nivel de inviabi-
lidade existente na restri¢do i devido a insergao da variavel z; (com valor igual a 1) na solucao
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corrente, uma vez que somente os valores negativos de s — a;;z; interessam. O somatorio das
inviabilidades de todas as restricoes devido a insercao da varidvel que estd na coluna j mede o
nivel de inviabilidade devido a esta variavel. Quando se utiliza 0 maximo dos somatorios, o que
se deseja é saber qual a coluna que consegue reduzir a inviabilidade ao menor nivel.

Caso dj = 0 entao a solugao descendente associada a J, = J, U {l} sera viavel do problema
()

No caso de haver mais de um indice para o qual d? =0, isto é,
Lp:{jECp]dzj?:O}

entdo o indice [ escolhido para a solugdo descendente sera aquele associado a ¢; = min{c;}.
JELp

Obviamente, no caso em que nenhuma condigao de parada seja verificada, tem-se C, # {}.

Suponhamos, agora, que em z¢ descendente direto de xP, isto €, o ultimo a ser desenvolvido a
partir de 2%, o conjunto Cj seja vazio, ou ainda uma das trés condi¢oes de parada seja satisfeita.
Teremos, entao, de 2 voltar a 2 e atualizar C, de duas maneiras:

(i) C, =C, —{l}, onde [ é tal que J, = J, U {l}.
(ii) A, podera ser modificado caso zZ também o seja, acarretando outra modificacao em C,,.

O retorno de z? a P é denominado backtracking. A enumeracgao para completamente quando
Co = {}. Deve ser observado que Z é sempre atualizado ao se encontrar uma solugao viavel melhor
que as anteriores. Caso o problema (P) seja vazio, Z = oo no final da enumeragao.

Apresentaremos, a seguir, uma maneira de enumeracao implicita finita, isto é, nunca enume-
raremos explicitamente a mesma solugao e, assim, a enumeragao termina.

Usaremos uma estrutura de pilha proposta por Glover (1965) e Geoffrion (1967). Essa pilha
representa o conjunto dos indices associados as variaveis fixadas.

Seja a pilha 7, para a qual p(j) serd sua j-ésima componente tal que:

p(]) > 0 se Ty = 1
p(j) <0se xp;y =0

Por exemplo, m = [—3,2, =7, —4] representa x3 = 0,25 = 1,27 = 0,24 = 0 com valores fixos e
todos os descendentes 27 dessa solugao nao poderao ter os indices 3, 7 e 4 pertencendo a J,.

Algoritmo de Balas:

Fase inicial

™={}h

Fase 0 (Inicializacao)
m=1{k

Z = 00;

Fase 1

Se uma das condi¢oes de parada for verificada va para a fase 2. No caso de ser a primeira, isto
é, T esta associada a uma solugao viavel 2P do problema (P), entdo neste caso se cx? < z far-se-a
Z = caP e a melhor solugao até o momento é z?;

Caso contrario, va para a fase 3;
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Fase 2

Enquanto o dltimo elemento da pilha for negativo, remové-lo da pilha;

Se a pilha estiver vazia va para a fase 4;

Caso o tltimo elemento da pilha seja positivo, troque seu sinal e va para a fase 1;

Fase 3
Escolha uma variavel x; pelo critério aconselhado, ajunte & pilha o elemento [ e va para a fase 1;

Fase 4
Pare, solucao 6tima associada a Zz;
Se Z = +00, entao o problema (P) nao admite solugao viavel;

Exemplo:
Resolva o modelo de programagao linear em variaveis 0-1 a seguir pelo Método de Enumeracao
Implicita de Balas.

min z = 5¢¢ + Txes + 10z3 4+ 3x4 + x5
s.a: — 21 4+ 3x2 — bxy — x4 + dzs < -2
201 — 6xy + 3x3 + 224 — 25 < 0
Ty — 2x3 + x4 + x5 < -1
rr T2 r3 Ty rs € {0,1}

Variaveis de folga s;:

S1 = —2+$1—3$2+51’3+ZE4—4ZE5 ZO
So=0—2x1 4+ 629 — 3x3 — 214 + 225 > 0
s3=—140x1 — 29 +223 — x4 — 25 >0

Iteracao inicial:

2 =(00000)"Jy={},s?=-2,5=0,53 = —1. 7 = (). Tem-se:

1) z° ¢ inviavel pois 3s; < 0, no caso, tem-se s{ = -2 <0e sy =—-1<0

2) zZ = 00, pois nao se conhece uma solucao viavel

3) As duas primeiras condigoes de parada, (i) e (ii), ndo sao verificadas. Vejamos a terceira:

24+14+0+5+14+0=52>0

0+0+6+0+0+2=82>0

-1+40+04+2+04+0=12>0

que também nao é verificada. Assim, necessitamos encontrar uma solucao descendente de 2°.
Para isso, definiremos os seguintes conjuntos:

Ay = {}, pois z = o0

Dy = {2,5}. Logo, Cp ={1,2,3,4,5} — (Ao U Dy U Jy) = {1, 3,4}, isto é, as variaveis 1, z3 e x4

sdo as candidatas a tomarem o valor 1 (apenas uma entre elas o tomara).

Calculemos d) Vj € Co:

d)=—-1-2-1=-4; &=0-3+0=-3; di=-1-2-2=—5ed) =max{d,d3,d}},

indicando que | = 3 e a variavel x3 deve assumir o valor 1.

Iteracao 1:
Ji=JoU{3} ={3},s1 =3, si=-3, ss=1ex! = (0010 0) nao ¢ viavel de (P), pois
Js; < 0, no caso, sy = =3 < 0. 7 = [3]. Como z = 00 e:

3+1+0+1+0=52>0
B3+0+6+0+2=52>0
1+0+0+0+0=12>0
nenhuma das condicoes de parada foi verificada. Passaremos, entao, a procurar uma solucao des-



98

cendente de z'.

Ay = {}, pois z = .

D; ={1,4}. Logo: C; =1{1,2,3,4,5} — ({1,4} U {3}) = {2,5}.

dy=0+04+0=0,di =—1—1+0= —2. Assim sendo, d} = max{d3,d:} = 0. Logo, | =2 e x
¢ a nova varidvel a assumir valor 1.

Iteracao 2:

Jo=JiU{2} ={3,2},s2=0,s2=3,s2=0,ex?=(01100) ¢ viavel de (P). = = [3,2].
z=cr? =cy+c3 =T7+10 = 17. Como z = 17 < Z = oo, entdo z deve ser atualizado para
Z = 17. A primeira regra de parada é satisfeita, indicando que devemos fazer backtracking a partir
da solugao corrente.

Iteracao 3: (backtracking)

Com o backtracking, a variavel x5 assume agora o valor ZERO. Assim 7 = [3,—2]. 23 = (001 0 0)?
¢ descendente de x! e ndo é viavel. Z = 17. As duas tltimas condicoes de parada serdao aplicadas
nao considerando a coluna de dados relativa ao indice 2, pois x5 = 0 é fixo. A segunda condi¢ao
de parada nao é verificada; no entanto, a terceira é atendida:

3+1+14+0=52>0

S34+0+0+2=-1<0+«

1+0+0+0=12>0

Devemos, portanto, fazer novo backtracking.

Iteracao 4: (backtracking)

Com o backtracking, © = [—3]. A solugao z* = (0 0 0 0 0)* é descendente de x°, mas com z3 = 0
fixo. Z =17. As duas primeiras condi¢oes de parada nao sao satisfeitas. Testemos a terceira:
24+14+40+1+0=020

0+0+64+0+2=82>0

14+0+0+04+0=-1<0+«

Como a terceira condi¢ao de parada é verificada, entao devemos fazer novo backtracking.
Iteragao Final: (backtracking)

Com o backtracking, = = ). Logo, a solugao 6tima é z* = (01 1 0 0)*, com valor z = 17.

8 Exercicios propostos

(1) Suponha a existéncia de cinco diferentes projetos a serem executados e seja x; a variavel binaria
de decisao tal que z; = 1 se o projeto j for selecionado e 0, caso contrario. Considerando essa
aplicagao, qual o significado das seguintes restri¢oes?

T1+To+ 23+ 24+ 75 > 2
I1+$2+I3+$4+I5§2
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No problema das p-medianas aparecem as duas restricoes abaixo:

Z x;; = 1 Vj € Clientes

i€ Facilidades
ry; <y Vi € Facilidades, Vj € Clientes

em que Facilidades é o conjunto de locais candidatos a sedir uma facilidade; Clientes o con-
junto de clientes; y; uma varidvel de decisao binaria que assume valor unitario se no local ¢
for instalada uma facilidade e 0, caso contrario; e z;; uma variavel de decisao binaria que vale
1 se o cliente j for atendido pela facilidade instalada no local i e 0, caso contrario. Qual o
significado de cada uma dessas restrigoes?

Um editor de uma revista cientifica precisa designar um conjunto de artigos cientificos para
serem revisados em uma mesma época por um conjunto de revisores. Os artigos podem ser
atribuidos aos revisores conforme a tabela abaixo, onde uma célula assume valor unitario
se o revisor é considerado um especialista no tema tratado no artigo. Cada artigo deve ser
analisado por, pelo menos, dois revisores. Um revisor, por sua vez, pode analisar um méaximo
de 3 artigos. Faga um modelo de programagao matematica para designar os artigos cientificos
aos revisores, de forma que o nimero de revisores necessarios seja minimo.

Artigo
Revisor 1 2 3 4 5
A 1 01 0 O
B 1 0 0 0 1
C 01 1 1 1
D 01 1 00
E 1 01 0 O
F 1 01 1 0
G 0 1 1 0 1
H 1 0 0 1 0

No inicio de cada periodo letivo, toda instituicao de ensino tem que resolver o seguinte pro-
blema: Alocar as turmas de disciplinas ao conjunto de salas existentes. Em muitas institui-
¢oes, em geral as particulares, as aulas sao divididas em moédulos de dois horérios seguidos;
por exemplo, das 8 as 10 horas ¢ um modulo e das 10 as 12 horas é outro médulo. Uma estra-
tégia de solucao largamente usada para problemas de alocagao satisfazendo a esta condigao,
consiste em para cada modulo, resolver um problema de designagao (Também chamado de
problema de atribui¢ao). Para exemplificar o problema de designagao envolvido, considere um
conjunto 1" de turmas e um conjunto S de salas, como o exemplificado nas tabelas a seguir,
que se referem a necessidade de salas para as turmas em um dado médulo. O problema de
designacao consiste, entao, em alocar as turmas as salas, satisfazendo as restricoes de que
cada turma deve ser alocada a uma tnica sala e que em cada sala deve haver apenas uma
Unica turma. Fazer um modelo de programacao matematica para alocar as turmas as salas
em um dado horario. Considere como func¢ao objetivo minimizar a folga na sala, sendo esta
dada pela funcao custo ¢;; dada pela tabela abaixo. Nesta funcao, quando nao ha folga na
sala j para alocar a turma ¢, é adicionada uma penalidade de valor 1000. Por exemplo, ao se
alocar a turma 2 na sala 4, a alocagao é inviavel e, assim, a funcao custo recebe o valor 990,
correspondente a operagao (30 - 40) + 1000. Observe, assim, que neste modelo, as alocagoes
sao sempre possiveis, ainda que inviaveis.
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(5)

Sala 1123456
Capacidade | 70 | 60 | 45 | 30 | 48 | 50

Turma 1 2 3 4 5
Demanda | 28 | 40 | 59 | 63 | 51

Salas

Turmas | 1 2 3 4 5 6

42 | 32 | 17 2 20 | 22
30 | 20 5 1990 | 992 | 10
11 1 | 986|971 | 989 | 991
7 1997 | 982 | 967 | 985 | 987
191 9 994 | 979 | 997 | 999

G =] W DN

A Laminacao a Frio Ltda. produz bobinas, rolos e fitas de ago para estamparia. A empresa
produz bobinas de 1,20 metros de largura e com diversas espessuras, que sao armazenadas no
estoque. Quando seus clientes fazem pedidos, as bobinas sao retiradas do estoque e cortadas
nas dimensoes solicitadas. Conhecendo os pedidos e usando sua experiéncia, a area de pla-
nejamento estabelece os chamados “padroes de corte”. Um padrao de corte estabelece como
uma bobina deve ser cortada. Nesse caso especifico, os padroes de corte definidos pela area
de planejamento sao cinco, conforme tabela a seguir.

Largura dos rolos Padroes de corte
demandados [cm]| Demanda A B C D E
19 10 1 0 0 3 1
36 12 1 0 2 1 O
62 15 1 1.0 0 O
25 31 0 2 0 1 2
48 17 0 0 1 0 1

Por exemplo, o padrao de corte A estabelece que para cada bobina de 120 cm, rolos de 19, 36
e 62 cm devem ser criados.

No processo de corte ha duas grandes fontes de custos. A primeira é referente as perdas com
os cortes e a segunda, a sobra de rolos. A demanda frequentemente faz com que sobrem rolos,
os quais devem ser armazenados no estoque para uso futuro. O custo da perda é de $1,00/cm
de rolo perdido. O custo da sobra é de $0,20/cm para o rolo destinado ao estoque. Pede-se
formular um modelo de programagao matematica que minimize os custos com as perdas com
o corte e com as sobras de rolos.

Uma das praticas recentes de desvio de verbas publicas tem sido o superfaturamento de ativi-
dades relacionadas a limpeza e conservacao do patrimonio puiblico. Diferentemente das obras,
limpeza é de dificil auditoria e, mais importante do que isso, a investigacao tem dificuldades
de avaliar o servigo realizado meses atras (as obras, por outro lado, podem ser reavaliadas
décadas depois de terem sido construidas). Para melhorar a situagao, a prefeitura da cidade
de Sao Paulo elaborou uma licitagao relativa a atividade de limpeza. A licitagao subdividiu
o municipio em varias regioes e, para aumentar a transparéncia e diminuir a corrupgao, es-
tabeleceu que cada licitante pode ganhar a licitacao em duas regides, no maximo. Por outro
lado, os licitantes podem fazer suas propostas para quantas regides desejarem. A tabela a
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seguir apresenta uma amostra das regioes e licitantes. Os campos em branco indicam que os
licitantes nao apresentaram proposta para a regiao porque acharam que o pagamento maximo
era menor do que valia a regiao. Os valores da tabela se referem a milhdes de reais.

Licitante
Regiao A B C D E
Butanta 11 12 13 13 13
Itaquera 20 21 24 22 23
Lapa 9 10 11 12
SantoAmaro 4 5 6 5
Centro 13 14 16

Para a amostra, defina qual o custo minimo da licitagao e qual licitante deve ficar com qual
regiao de modo que o custo da prefeitura seja minimo.

(7) Foi feita uma licitagdo para a construc¢ao de 4 trechos de uma rodovia. Participaram dessa
licitacao as empresas A, B, C e D, cujos precos estao listados na tabela a seguir, por trecho.
Considerando que cada trecho deve ser feito por uma tinica construtora e que cada construtora
nao pode participar da construcao de mais de dois trechos, faca um modelo de programacao
matematica para que se gaste a menor quantidade possivel de recursos na construcao desses
trechos de rodovia.

Trecho
Construtora 1 2 3 4
500 700 300 200
450 1000 450 250
650 800 500 320
550 950 480 280

Saow»

(8) Em uma dada empresa, os funcionarios trabalham cinco dias seguidos e folgam os dois seguin-
tes. A necessidade de funcionarios por dia da semana, bem como os custos de cada funcionério
que inicia sua jornada em um dado dia da semana estao listados na tabela a seguir.

Dia Dom Seg Ter Qua Qui Sex Sab
Numero requerido 12 20 16 13 16 19 14
Custo (%) 135 100 125 160 160 160 160

O objetivo da empresa é reduzir os custos com a contratagao de funcionarios. Elabore um
modelo de programagao matematica que minimize os custos com a contratacao de funcionarios.
Implemente este modelo em um otimizador e determine quantos funcionarios contratar em
cada dia da semana, bem como o custo total da contratacao semanal.

(9) No problema de p-centros, o objetivo é localizar p facilidades e designar clientes a facilidades
de modo a minimizar a distancia maxima de clientes a facilidades. Este problema pode ser
formulado como:
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(10)

minimize r (8.83)
sujeito a: Z dijxi; <r Vj € Clientes (8.84)
1€ Facilidades
Z T =1 Vj € Clientes (8.85)
i€ Facilidades
Ty <y Vi € Facilidades, Y € Clientes (8.86)
Y owi=vp (8.87)
i€ Facilidades
y; € {0,1} Vi € Facilidades (8.88)
z;; € {0,1} Vi€ Facilidades, Vj € Clientes (8.89)

em que Clientes representa o conjunto de vértices representando a localizagao dos clientes,
Facilidades representa o conjunto de vértices representando os locais candidatos a instalagao
de uma facilidade, d;; ¢ a distancia da facilidade instalada no local ¢ ao cliente localizado em
7, ¥; € uma variavel binaria que assume valor unitario se uma facilidade for instalada no local
i, T;; ¢ uma variavel binaria que tem valor unitario se a facilidade instalada no local ¢ atender
ao cliente do local j.

Dada a tabela a seguir, onde sao dadas as coordenadas cartesianas dos locais A, ---, P, isto
é, (coordx, coordy), determine pelo modelo anterior, a localizagao 6tima de p = 2 facilidades
considerando que todos os locais sao candidatos a instalacao de uma facilidade.

Local A B C D E F G H I J K L M N O P
coordx 30 37 49 52 20 40 21 17 31 52 51 42 31 5 12 36
coordy 40 52 49 64 26 30 47 63 62 33 21 41 32 25 42 16

Mostre, também, quais os clientes atendidos por cada facilidade, bem como o menor valor que
7 assume.

E dado um objeto retangular de largura L e comprimento suficientemente grande. A partir
desse objeto, deseja-se gerar uma unidade de vérios itens retangulares de dimensées (h;, w;),
onde h; é o comprimento e w; < L, a largura. Para produzir esses itens faz-se um corte
guilhotinado, isto é, um corte que se estende de um lado ao outro do objeto formando uma
faixa. O objetivo é minimizar a soma dos comprimentos das faixas.

Para a modelagem apresentada a seguir, considera-se que (1) o primeiro item alocado em cada
faixa (mais a esquerda) é o de maior altura, (2) que a primeira faixa do objeto (mais baixa)
¢ a mais alta e (3) que os itens sdo ordenados em forma decrescente em relagdo a altura, isto
€, hy > hy>---2>hy.

Assim, o Open Dimensional Problem guilhotinado pode ser modelado por:

min > hwy
i€ltens
yi+ >, myy = 1 Vj € Itens
i€ltens | i<j
oo wizyy < (L—w)y; Vi€ Itens
jEItens | j>i
Yi
Tij

m

{0,1} Vi € Itens
{0,1} Vi € Itens, Vj € Itens, j <1

m
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Neste modelo, z;; € uma variavel de decisao binaria que assume valor unitario caso o item j
esteja alocado a faixa i e y; é uma variavel binaria que vale 1 se o item ¢ inicializa a faixa 1.

O primeiro conjunto de restrigoes garante que cada item serd alocado uma tnica vez. O
segundo conjunto de restrigoes assegura que o somatorio da largura dos itens alocados em
cada faixa nao ultrapassara a largura do objeto. As demais restri¢oes definem que as variaveis
de decisao sao binarias.

Considerando um objeto retangular de largura L. = 20 e comprimento suficientemente grande,
e os itens da tabela a seguir, determinar o comprimento minimo da soma das faixas, quais
itens inicializam cada faixa, bem como os itens alocados a cada faixa.

[tem A B C D E F G HTIJ
altura h; 15 14 13 11 9 7 6 4 2 1
larguraw; 9 4 10 3 5 11 10 5 8 6

(11) H& um conjunto I de agentes, cada qual com capacidade b; para processar um conjunto J de
tarefas. Cada tarefa j € J s6 pode ser processada por um tnico agente 7, demandando dele
a;; unidades de recurso. Sabe-se que o custo de alocar o agente i a tarefa j é ¢;;. Faca um
modelo de otimizacao para minimizar o custo total de alocacao.

Para ilustrar este problema, conhecido como Problema Generalizado de Atribuigdo (PGA),
sejam as tabelas 1 e 2. Na Tabela 1 mostra-se a quantidade a;; de recursos requeridos para
um agente ¢ executar uma tarefa 7, bem como a capacidade b; de cada agente.

Tabela 1: Quantidade de recursos demandados pelas tarefas e Capacidade dos agentes

Tarefas
Agente 1 2 3 4 5 Capacidade
A 9 13 17 16 13 15
B 15 12 11 18 19 30
C 11 16 14 13 12 25

A Tabela 2 mostra o custo ¢;; de alocacao de um agente ¢ a uma tarefa j.

Tabela 2: Custo de alocagao de agentes a tarefas

Tarefas
Agente 1 2 3 4 5
A 4 3 7 6 3
B 5 2 1 8 9
C 1 6 4 3 2

(12) Uma serralheria dispoe de barras de 10 m de comprimento que devem ser convenientemente
cortadas em barras menores, nos seguintes tamanhos e quantidades: (a) 30 barras de 3 m; (b)
35 barras de 4 m; (c) 58 barras de 5 m; (d) 51 barras de 6 m; (e) 73 barras de 7 m. Pede-se o
esquema de corte que minimiza a perda total, bem como o excesso de barras menores cortadas.
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(13)

(15)

(16)

Um analista de sistemas deseja acessar cinco diferentes arquivos espalhados em dez diferentes
discos, como mostrado na Tabela 3. Nesta tabela, cada célula (i, j) com valor 1 indica que o
arquivo ¢ encontra-se no disco j. Por exemplo: no disco 2 podem ser encontrados os arquivos 1,
3 eb. A capacidade de armazenamento de cada um dos discos, em GB, é também apresentada
na tabela. Deseja-se determinar o conjunto de discos que contenham todos os arquivos, sem
repeticao, de sorte que a capacidade total seja a menor possivel.

Tabela 3: Arquivos por disco e capacidade dos discos

Disco

Arquivo 11213 (4|56 781|910

1 r{1ryo0of1y1jo0o}jo0o|1]1]0O0
110} 1(0]0]0,0]0]0]O0

3 oOo(1jo0jo0of{1]0[1T]0|0]1

4 o,o0j1j0}j0]1[0|1T,0]O0

5 rj1(of1y0}|1{1]{0]1]1
Cap. (GB) | 30 | 50 | 10 | 20 | 10 | 40 | 30 | 10 | 20 | 20

Uma empresa precisa programar sua produgao para o proximo meés. Sabe-se que ela dispoe
de uma tnica méaquina para processar todas as encomendas e que estas podem ser executadas
em qualquer ordem e nao hé necessidade de preparar a maquina. Determine o atraso maximo,
conhecendo-se o tempo de processamento de cada encomenda (p;), em dias, e as datas de
entrega (d;) no més, conforme tabela a seguir.

Tarefa A B C D E F G
Di 7T 4 2 5 6 3 1
d; 13 10 6 9 3 20 5

Para resolver este problema, utilize a seguinte regra valida para problemas de sequenciamento
de tarefas em uma méquina: O atraso maximo pode ser obtido, de forma 6tima, pela heuristica
EDD (FEarliest Due Date), isto é, sequenciando as tarefas em ordem nao-decrescente das datas
de entrega, ou seja, processando as tarefas na sequéncia d[1] < d[2] < --- < d[n], onde [i] indica
a i-ésima tarefa e d[i] sua data de entrega.

Uma emissora de TV pretende programar um conjunto de propagandas em varios intervalos
comerciais, de diferentes duragoes, ao longo de um dia. Sabe-se que estao programados m = 50
intervalos ao longo do dia, que cada intervalo ¢, com ¢ = 1,--- |50, dura b; segundos, que ha
n = 100 propagandas que podem ser inseridas na programagao e que cada propaganda j
dura a; segundos e traz um retorno de ¢;; unidades monetarias se for inserida no intervalo
1. Considerar que nao é necessario inserir todas as propagandas na grade de programacgao
da emissora e que cada propaganda s6 sera veiculada uma tnica vez. Fazer um modelo de
programacao matematica para a emissora de TV planejar a insercao das propagandas de forma
que o retorno financeiro seja o maior possivel.

Simplifique o problema a seguir, justificando sucintamente.
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maximize 5xy; 4+ 3rs + X3+ 214 (8.90)
sujeito a: w7 + 8xg +4x3+ 214 < 6 (8.91)
1+ 3r0+ w3+ Try > 8 (8.92)

v, € {0,1} Vj=1,2,....4 (8.93)

(17) Transforme o problema de programagao linear em variaveis 0-1 a seguir, em outro no qual
apenas uma dentre as restrigoes (8.95)-(8.97) esteja ativa e as demais, inativas.

minimize 4x; + 31y + 13+ 214 (8.94)
sujeito a: 1+ 3Ty + 513+ 224 < 7 (8.95)
201 +bro+ w34+ 314 < 9 (8.96)

1+ 229 + 323 + 14 < 10 (8.97)

z; € {0,1} Vji=1,2,....4 (8.98)

(18) Transforme o problema nao-linear 0-1 seguinte em um problema de programacao linear inteira
mista (PLIM):

minimize 4xT224 (8.99)

sujeito a:  2x1x3 + 19+ 314 < 4 (8.100)

z; € {0,1} Vj=1,23/4 (8.101)

(19) Resolva pelo método branch-and-bound, com as regras (a) --- (d), o PLI a seguir. Faga a

arvore de busca e enumere a sequéncia de busca.

max  4xq + dxo + 4as

sujeito a: T+ 29 <
Tg + 213 <
2x1 4 229 + 423 < 15
r; € LT V¥j=1,2,3

(a) Utilize a variante de Dank para escolher a variavel a ramificar. Em caso de empate nesta
regra, ramifique a varidvel de menor indice;

(b) Faga busca em profundidade;

(c) Escolhida a variavel a ramificar, ramifique primeiro o valor menor da variavel;



106

Referéncias

[1] M. Arenales, V. Armentano, R. Morabito, and H. Yanasse. Pesquisa Operacional para cursos
de Engenharia. Editora Campus, Rio de Janeiro, 2007.

[2] E. Balas. The prize collecting traveling salesman problem. Networks, 19:621-636, 1989.

[3] Marco Cesar Goldbarg and Henrique Pacca L. Luna. Otimizacao Combinatdria e Programagao
Linear: modelos e algoritmos. Editora Campus, 2% edi¢ao, Rio de Janeiro, 2005.

[4] G. Lachtermacher. Pesquisa Operacional na tomada de decisées. Editora Campus, 2% edigao,
Rio de Janeiro, 2004.

[5] N. Maculan and M. H. Costa Fampa. Otimiza¢io Linear. Editora da Universidade de Brasilia,
Brasilia, 2006.

[6] C. H. Papadimitriou and K. Steiglitz. Combinatorial Optimization: Algorithms and Comple-
xity. Dover Publications, Inc., New York, 1998.

[7] M. J. F. Souza.  Programag¢ao de Hordrios em FEscolas: wuma aprorimagao por me-
taheuristicas. Tese de doutorado, Programa de Engenharia de Sistemas e Computacao,
COPPE, Universidade Federal do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2000. Disponivel em
www.decom.ufop.br/prof/marcone/Publicacoes/tesemarcone.ps.

[8] Hamdy A. Taha. Pesquisa Operacional. Editora Pearson, 8* edigao, Sao Paulo, 2008.



