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Maquinas de Turing

L Introdugcio

Motivacdo

m Autdmatos finitos nem autématos de pilha ndo sdo modelos
gerais de computagdo

m N3o sdo capazes de reconhecer L = {a"b"c" : n > 0}

m Uma Maquina de Turing (MT) sdo capazes de reconhecer essa
e outras linguagens mais complexas.
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L Introdugcio

Definicio

m Uma MT consiste de um controle finito, uma fita e um
cabecote que pode ser utilizado para efetuar leituras e
gravacdes na fita.

m MTs n3o sdo suplantadas por outro modelo. Por mais
elementares que essas maquinas parecam ser, nenhuma
tentativa de fortalece-las se mostra eficaz.

m Qualquer computacdo que pode ser realizada em uma maquina
mais sofisticada também podera ser realizada com uma MT.

m A computabilidade de fun¢des numéricas (tal como x + 2*%)
também esta ligada a MTs.
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Definicio

A unidade de controle opera em passos discretos, em cada um
realiza duas operacdes

Levar unidade de controle para um novo estado

Gravar um simbolo na celula apontada pelo cabecote,
substituindo algum simbolo la encontrado ou
Mover o cabecote de leitura/gravacio para apontar uma celula
a esquerda ou a direita na fita em relacdo a posicdo atual.
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m Sempre que a MT encontrar >, sua posi¢cdo sera movida
imediatamente a direita.
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direita, respectivamente. E n3o fazem parte de nenhum
alfabeto.
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Figura : Maquina de Turing.
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Definicdo formal

Uma MT e uma quintupla (K, X, d, s, H), onde
K e um conjunto de estados;
Y e o alfabeto de entrada, que contem o simbolo de espaco em
branco LI e o simbolo de extremidade esquerda >, mas que n3o
contem os simbolos < e —;
s € K e o estado inicial; H C K e o conjunto de estados de parada;
J, a fungdo de transicdo, e uma fung¢do de (K — H) x X para
K x (2 U {«,—}), tal que

Vg e K—H, se d(q,>) = (p, b), entdo b =—

Vge K—HeaecX, sed(q,a) =(p,b), entdo b # >
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L Introdugcio

Exemplo 1

Considere a MT M = (K, %, 4, s,{h}) onde K = {qo, g1, h},
Y ={a,U,>}, s=qo e 0 e dado por

q o | dq,0)
g a | (q1,U)
qo0 U (hv I—l)
g > | (q0,—)
g a | (92)
g U | (q,—)
a > |(q,—)
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Exemplo 2

Considere a MT M = (K, %, 4, s,{h}) onde K = {qo, h},
Y ={a,l,>>}, s =qo e J e dado por

q o | q,0)
qgo a | (q0,¢)
q0 U (hv I—l)
qo > | (go,—)
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Configuracao

Uma configuragdo da MT M = (K, X,4,s, H) e algum membro de
K x >X* x (Z*(X — {u}) U{e})
m Toda configuraco se inicia com o simbolo > e nunca
terminam com U
m Exemplos: (g, >a, aba), (h,> LI LI, LIa)
m N3o sdo configuragdes validas: (q,>baa, abcr>), (q,>aa, ba)

m Uma configuracdo cujo estado componente seja o estado de
parada H sera chamada configuracdo de parada.
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Computacido

Sejam duas configuragdes de M, (g1, wiaiu1) e (g2, woagun), onde
aj,ar € X.
(g1, wiarur) Fum (g2, woaoup)
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)
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N

~— — — ~—
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—~ N /S
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[y
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Fvo (go, > U UL aa)
Fvo (g1, > U U U LLa)
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w N

~N o O

AN AN AN AN AN AN /S~
o] N
N N N N N N S N
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Computacdes usando maquinas de Turing

m MT substituem, como reconhecedores de linguagens, todos os
tipos de autématos vistos ate agora
m Para usar M como reconhecedor de linguagens, temos as
seguintes convenc¢des:
m a cadeia de entrada w ndo tem espagos em branco e é gravada
>Liwll.
m a configurag3o inicial de M = (K, ¥, d,s, H) com entrada
we (X —{u,>})* é(s,>Uw).
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Computacdes usando maquinas de Turing

Definicdo

Seja M = (K, X%,d,s,H), tal que H= {y,n} (y e n denotam sim e
n3o, respectivamente). Qualquer configuragdo que tenha y como
estado componente é dita configuracdo de aceitacdo, enquanto
uma configuracdo com n é dita configuracio de rejeicido.
Dizemos que M aceita uma entrada w € (X — {U,>})*, se
(s,>Uw) levar a uma configuragdo de aceitagdo. E M rejeita w, se
(s,>Uw) leva a uma configuragdo de rejei¢do.

Seja ¥y C ¥ — {U,>} um alfabeto de entrada de M. Dizemos
que M decide a linguagem L C ¥}, se, para qualquer cadeia

w € X5, se w € L, entdo M aceita w; e se w ¢ L, entdo M rejeita
w.

Finalmente, dizemos que L é recursiva se houver uma MT que a
decide.



Maquinas de Turing

LComputagées usando maquinas de Turing

E

Uma MT decide L se, quando iniciada com a entrada w, ela
sempre para em um estado de parada que corresponde a resposta
correta a entrada w, isto é, ysew € L, ensew ¢ L.
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m Considere a linguagem L = {a"b"c" : n < 0}, que, ate aqui,
ndo pode ser capturada por nenhum dos tipos de
reconhecedores.
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E

Uma MT decide L se, quando iniciada com a entrada w, ela
sempre para em um estado de parada que corresponde a resposta
correta a entrada w, isto é, ysew € L, ensew ¢ L.

m Considere a linguagem L = {a"b"c" : n < 0}, que, ate aqui,
ndo pode ser capturada por nenhum dos tipos de
reconhecedores.

m Nesse diagrama, utilizamos duas novas maquinas basicas: y,
que leva a MT ao estado de aceitacdo y e n, que a leva ao
estado de rejeicdo n.
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m Ao contrario de outros reconhecedores de linguagens, MTs
podem simplesmente n3o responder nem “sim” nem “n3o”,
simplesmente deixando de parar.
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m Ao contrario de outros reconhecedores de linguagens, MTs
podem simplesmente n3o responder nem “sim” nem “n3o”,
simplesmente deixando de parar.

m Dada uma MT, ela pode ou n3o decidir uma linguagem e nido
ha um modo obvio de se verificar isso.
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Funcdes recursivas

m Ao contrario de outros reconhecedores de linguagens, MTs
podem simplesmente n3o responder nem “sim” nem “n3o”,
simplesmente deixando de parar.

m Dada uma MT, ela pode ou n3o decidir uma linguagem e nido
ha um modo obvio de se verificar isso.

m MTs podem produzir saidas mais elaboradas que “sim” ou
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Funcdes recursivas

Definicio

Seja M = (K, %,0,s,{h}) uma MT, o C X — {U,>} um
alfabeto, e w € ¥j. Suponha que M para ao operar sobre a
entrada w e que (s,>Uw) 3, (h, >Uz) para algum z € X3. Entdo
z é dito saida de M para entrada w e é denotado M(w).

Seja f qualquer fungdo X5 — Xj. Dizemos que M computa f, se,
para todo w € X, M(w) = f(w). Assim, para todo w € X5, M
para e sua fita contem a cadeia > LI f(w).

Uma fungdo f é dita recursiva, se houver uma MT que computa f.
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Funcdes recursivas

Exemplo: A fungdo k : £* — X* definida como x(w) = ww pode
ser computada pela maquina CS_.
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Cadeias sobre o alfabeto binario {0,1}* podem ser usadas para
representar inteiros ndo-negativos na notacdo binaria usual.
Qualquer cadeia w = ajay...a, € {0,1}* representa o numero
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oOuU1(0U1)*.
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Cadeias sobre o alfabeto binario {0,1}* podem ser usadas para
representar inteiros ndo-negativos na notacdo binaria usual.
Qualquer cadeia w = ajay...a, € {0,1}* representa o numero

num(w) = 22" 4 2" 2 4 4,

Qualquer natural pode ser representado de modo tnico por
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MTs que computam fungdes de {0,1}* para {0,1}* podem ser
pensadas como funcdes que computam nameros naturais a partir
de nimeros naturais.
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Funcdes recursivas

Cadeias sobre o alfabeto binario {0,1}* podem ser usadas para
representar inteiros ndo-negativos na notacdo binaria usual.
Qualquer cadeia w = ajay...a, € {0,1}* representa o numero

num(w) = 22" 4 2" 2 4 4,

Qualquer natural pode ser representado de modo tnico por
oOuU1(0U1)*.

MTs que computam fungdes de {0,1}* para {0,1}* podem ser
pensadas como funcdes que computam nameros naturais a partir
de nimeros naturais.

Funcdes de multiplos argumentos podem ser executadas por MTs
que computam fungdes de {0,1,; }* para {0,1}*, onde ; é o
simbolo para separar argumentos binarios.
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Funcdes recursivas

Definicio

Seja M = (K,X,d,s,{h}) uma MT tal que 0,1,; € X e seja f
qualquer funcdo de N¥ para N, para algum k > 1. Dizemos que M
computa f, se para todo wy,...,w, € 0U1(0U1)*,
num(M(wr;...;wk)) = f(num(wy), ..., num(wy)).

Uma funcdo f : Nk — N é dita recursiva se houver uma MT M
que computa f.
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m Exemplo: A fungdo sucessora suc(n) = n+ 1.
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Funcdes recursivas

m Exemplo: A fungdo sucessora suc(n) = n+ 1.

m O preco que devemos pagar pela capacidade computacional
das MTs é o fato de que n3o podermos afirmar se uma MT
computa de fato uma dada funcdo, isto é, se ela para para
qualquer cadeia de entrada.
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LComputagées usando maquinas de Turing

Funcdes recursivamente enumeraveis

Pelo fato de uma MT decidir uma linguagem ou computar uma
funcdo, pode-se considerar razoavel interpreta-la como um
algoritmo, que executa corretamente uma tarefa computacional.
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LComputm;ées usando maquinas de Turing

Funcdes recursivamente enumeraveis

Pelo fato de uma MT decidir uma linguagem ou computar uma
funcdo, pode-se considerar razoavel interpreta-la como um
algoritmo, que executa corretamente uma tarefa computacional.

Definicdo

Seja M = (K,%,d,s,H) uma MT. Seja o C X — {LJ,>} um
alfabeto e L C ¥ uma linguagem. Dizemos que M semidecide L
se, para qualquer cadeia w € X%, w € L se e somente se M para
em resposta a entrada w. Uma linguagem L é recursivamente
enumeravel se e somente se existir uma MT que semidecide L.
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m Quando M & acionada com w € L, exige-se que pare ao final.
N3o importa a configuracdo de parada que M atinge, bastando
que M pare.

m Se, entretanto, w € ¥}, entdo M nunca deve atingir o estado
de parada. Ela continuarah sua computacio indefinidamente.

m § &€ uma funcdo completamente definida.

m Exemplo: Seja
L={w € {a,b}* : w contem pelo menos um a}. Entdo L é
semidecidida por uma MT a seguir.
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Escreve-se M(w) =" se M falhar em parar em resposta ah
entrada w. M(w) =" se e somente se w ¢ L.

“Prosseguir indefinidamente percorrendo espacos em branco” é
apenas uma das maneiras pelas quais M pode deixar de parar.
Exemplo: 6(q,a) = (q, a).

Um AFD sempre para e verificamos seu estado de parada
(algoritmo).

Em contraste, uma MT que semidecide uma linguagem L pode
n3o ser adequada para verificar se w € L.

Se w ¢ L, entdo nunca saberemos quando teremos esperado o
suficiente para obter uma resposta.

MTs que semidecidem linguagens ndo sio algoritmos.
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m Qualquer linguagem recursiva também é recursivamente
enumeravel.

m Podemos converter uma MT que decide L em uma MT que a
semidecide através da transformacgdo do estado de rejeicdo n
em uma estado que n3o seja de parada e se garanta que a MT
n3o irah parar.

m Teorema: Se uma linguagem é recursiva, entdo ela é
recursivamente enumeravel.

m Ha linguagens recursivamente enumeraveis que ndo sio
recursivas.
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Extensdes da Maquina de Turing

m A fim de melhorar o entendimento sobre o poder
computacional das MTs, devemos estudar extensdes do
modelo em varias direces.

m Em cada caso, os recursos adicionados nada acrescentam as
classes de funcdes computaveis e linguagens decidiveis.

m Esses melhoramentos podem ser simulados pelo modelo de
MT convencional.

m MT é&, de fato, o0 modelo computacional definitivo.

m Estamos livres para explorar novos recursos para problemas
particulares, sabendo que nossa dependéncia a esses recursos
podem ser eliminados.
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Fitas multiplas

m Cada fita é conectada ao controle finito por meio de um
cabecote correspondente.

m A computacdo ocorre em todas as k fitas.

m Uma configuragdo deve incluir informagdes sobre o contetido
de todas as fitas.

m (q,(wraruy, ..., weakug)) € uma configuragdo e
5(p,(a1,-.-,ak)) = (b1, ..., bx) € uma transicio.
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Fitas multiplas

m Exemplo: Maquina de copiar C, que transforma Liwl em
Uw U wlLl.

m Corolario: Qualquer fungcdo computada ou linguagem decidida
ou semidecidida por uma MT de k fitas também é
respectivamente computada, decidida ou semidecidida por uma
MT convencional.
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m Todas as celulas contem espacos em branco, exceto as que
contem a cadeia de entrada.

m > é desnecessario.

m N3o proporcionam poder adicional, pois pode ser simulada por
uma MT convencional.
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Fita bidimensional

Sua “fita” & uma grade bidimensional infinita.

Pode permitir dimensionalidade mais alta.
Extensdes da MT podem ser combinadas:

m MTs com varias fitas, todas ou algumas sendo infinitas nas
duas direcdes, com mais de um cabecote ou ainda podem ser
multidimensionais.

Qualquer linguagem decidida ou semidecidida e qualquer
funcdo computadas por MTs com varias fitas, varios
cabecotes, fitas infinitas nas duas direcdes ou fitas
multidimensionais, podem ser decididas, semidecididas ou
computadas, respectivamente, por uma MT convencional.
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m Aplicamos o ndo-determinismo ahs MTs.

m MTs podem ter, para certas combinacdes de simbolos e
estados, mais de uma escolha de procedimento possivel.

m A relagdo by n3o precisa mais ter um Gnico valor: uma
configuracdo pode produzir varias outras em um passo.

m Assim como ocorre com os demais recursos, o
ndo-determinismo pode ser eliminado das MTs, ou seja, ha MT
deterministica equivalente para toda MT n3o-deterministica.



Maquinas de Turing

L Gramaticas

Gramaticas

m MTs s3o reconhecedores de linguagens. A partir delas,
surgiram as linguagens recursivas e recursivamente
enumeraveis.



Maquinas de Turing

L Gramaticas

Gramaticas

m MTs s3o reconhecedores de linguagens. A partir delas,
surgiram as linguagens recursivas e recursivamente
enumeraveis.

m Novo tipo de gerador de linguagem: uma generalizacdo da
gramatica livre de contexto, chamada de gramatica (ou
gramatica irrestrita).



Maquinas de Turing

L Gramaticas

Gramaticas

m MTs s3o reconhecedores de linguagens. A partir delas,
surgiram as linguagens recursivas e recursivamente
enumeraveis.

m Novo tipo de gerador de linguagem: uma generalizacdo da
gramatica livre de contexto, chamada de gramatica (ou
gramatica irrestrita).

m Semelhante a GLC, exceto que os lados esquerdos das regras
podem consistir de mais de um simbolo.



Maquinas de Turing

L Gramaticas

Gramaticas

m MTs s3o reconhecedores de linguagens. A partir delas,
surgiram as linguagens recursivas e recursivamente
enumeraveis.

m Novo tipo de gerador de linguagem: uma generalizacdo da
gramatica livre de contexto, chamada de gramatica (ou
gramatica irrestrita).

m Semelhante a GLC, exceto que os lados esquerdos das regras
podem consistir de mais de um simbolo.

m O lado esquerdo pode ter qualquer cadeia de terminais e
ndo-terminais, que contenha pelo menos um n3o-terminal.



Maquinas de Turing

L Gramaticas

Gramaticas

m MTs s3o reconhecedores de linguagens. A partir delas,
surgiram as linguagens recursivas e recursivamente
enumeraveis.

m Novo tipo de gerador de linguagem: uma generalizacdo da
gramatica livre de contexto, chamada de gramatica (ou
gramatica irrestrita).

m Semelhante a GLC, exceto que os lados esquerdos das regras
podem consistir de mais de um simbolo.

m O lado esquerdo pode ter qualquer cadeia de terminais e
ndo-terminais, que contenha pelo menos um n3o-terminal.

m O produto final € também uma cadeia de terminais.



Maquinas de Turing

L Gramaticas

Gramaticas

m MTs s3o reconhecedores de linguagens. A partir delas,
surgiram as linguagens recursivas e recursivamente
enumeraveis.

m Novo tipo de gerador de linguagem: uma generalizacdo da
gramatica livre de contexto, chamada de gramatica (ou
gramatica irrestrita).

m Semelhante a GLC, exceto que os lados esquerdos das regras
podem consistir de mais de um simbolo.

m O lado esquerdo pode ter qualquer cadeia de terminais e
ndo-terminais, que contenha pelo menos um n3o-terminal.

m O produto final € também uma cadeia de terminais.

m Uma regra pode assumir a forma uvAv — uwv, que pode ser
lida “substituir A por w no contexto de u e v".



Maquinas de Turing

L Gramaticas

Gramaticas

m MTs s3o reconhecedores de linguagens. A partir delas,
surgiram as linguagens recursivas e recursivamente
enumeraveis.

m Novo tipo de gerador de linguagem: uma generalizacdo da
gramatica livre de contexto, chamada de gramatica (ou
gramatica irrestrita).

m Semelhante a GLC, exceto que os lados esquerdos das regras
podem consistir de mais de um simbolo.

m O lado esquerdo pode ter qualquer cadeia de terminais e
ndo-terminais, que contenha pelo menos um n3o-terminal.

m O produto final € também uma cadeia de terminais.

m Uma regra pode assumir a forma uvAv — uwv, que pode ser
lida “substituir A por w no contexto de u e v".

m Substituicio depende do contexto.
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E

G=(V,%L,R,S) gera a linguagem L = {a"b"c" : n > 1}, onde
V={SabcABC T, Ty T}, XL={ab,c}e

R = {S— ABCS (11)
ST, (12)
CA - AC (13)
BA — AB (14)
CB — BC (15)
CT.— Tcc (16)
CT. — Tpe (17)
BTy, — Thb (18)
BT, — Tab (19)
AT, = Tha (20)
T, — €l (21)
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m Teorema: Uma linguagem eh gerada por uma gramatica se e
somente se ela for recursivamente enumeravel.

m Propriedade da semidecisdo em comum com MTs

m Se uma cadeia puder se gerada por uma gramatica, podemos
pacientemente procurar todas as possiveis derivacdes.

m Mas se ndo existir nenhuma derivac3o, esse processo
continuara indefinidamente, sem prover nenhuma informacio
atil.
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Funcdes numéricas

m Exemplo: f(x,y) = x%y + 5x¥*2 eh construida com
composicio de funcdes: adicdo, multiplicacdo, exponenciacio.

m Funcoes basicas

Funcao nula k-aria zero(ny,...,nk) =0

Funcao identidade k-aria idj(ny,...,nc) = n;

Funcao sucessor suc(n) = n+1
m Combinando funcoes

Composicao:
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Funcdes numéricas

m Exemplo: f(x,y) = x2y + 5xY*2 eh construida com
composicio de funcdes: adicdo, multiplicacdo, exponenciacio.
m Funcoes basicas
Funcao nula k-aria zero(ny,...,nk) =0
Funcao identidade k-aria idj(ny,...,nc) = n;
Funcao sucessor suc(n) = n+1
m Combinando funcoes

Composicao:
f(n,...,n)=g(hi(na,...,m)y... (e, ..., n))
Definicao recursiva:

f(ni,...,nk,0) = g(n,...,nk)

f(nla"'ank7m+1):h(n17~“;nkamaf(nla"'ankam))
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Funcdes recursivas primitivas

m Sao funcoes recursivas primitivas todas as funcoes basicas e
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