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MATRIZES

Definicdo
Conjunto de niimeros reais (ou complexos) dispostos em forma de tabela, isto ¢, distribuidos em m
linhas e n colunas, sendo m e » nimeros naturais nao nulos.

ay  dp a,
A= ay  dy a,,
a a a

mn

Notagdo: 4=(a,),,, com i=12,..mej=12,..n

mxn

a; - elemento genérico da matriz 4
i - indice que representa a linha do elemento a,;
Jj - indice que representa a coluna do elemento a,

m X n - ordem da matriz. Lé-se “m por n”.

4=()  4=[]

Representagdes: A= || ”

Exemplos:
1) A representagdo de um tabuleiro de xadrez pode ser feita por meio de uma matriz 8 x§.

|

3) A matriz abaixo fornece (em milhas) as distancias aéreas entre as cidades indicadas:

2 3 4

2) Amatriz A=(a,),,; onde a; =i’ +j é [5 6 7

cidade A cidade B cidade C cidade D

cidade A( 0 638 1244 957
cidade B| 638 0 3572 2704
cidade C| 1244 3572 0 1036
cidade D{ 957 2704 1036 0

Esta ¢ uma matriz 4 X 4 (quatro por quatro).

4) A matriz abaixo representa a produg¢do (em unidades) de uma confeccdo de roupa feminina
distribuida nas trés lojas encarregadas da venda.

shorts blusas saias

loja 1(50 80 25
loja 11| 70 100 0
lojalll| 30 120 70

Esta ¢ uma matriz 3x4 (trés por quatro) pois seus el
colunas.

jeans

40
60
25

ementos estdo dispostos em 3 linhas ¢ 4



Igualdade

Duas matrizes de mesma ordem A=(a,) e B=(b;) sdo iguais quando a, =b, para todo

mxn mxn

i=12,..,m eparatodo j=12,..,n.

Matrizes Especiais

1. Matriz Linha
Uma matriz A ¢ denominada matriz linha quando possuir uma tnica linha.
Notagdo: 4=(a;),,

Exemplo: (-8 3 4),

2. Matriz Coluna
Uma matriz A ¢ denominada matriz coluna quando possuir uma s6 coluna.
Notagdo: 4=(a,)

3

Exemplo: | 9
1

3x1

mx1

3. Matriz Nula
Uma matriz 4 ¢ denominada matriz nula quando todos os seus elementos forem nulos, isto &,
a; =0 paratodo i =12,..,m eparatodo j=1.2,..,n.

Notagao: 0,

0 0 0
Exemplo:
00 0},

4. Matriz Quadrada
Uma matriz 4 € uma matriz quadrada quando possuir o mesmo numero de linhas e de colunas, isto
e, m=n.

ay  dp A,
a a .. a
x4 | 49x 2 2n
Notagdo: 4=(a;),., =
anl an2 ann

Diagonal Principal: sdo os elementos da matriz 4 onde i= j paratodo i, j=1,2,....,n.
Diagonal Secundaria: sdo os elementos da matriz 4 onde i + j=n+1 paratodo i, j=12,...,n.
Traco: ¢ o somatorio dos elementos da diagonal principal da matriz 4, denotado por #rA.

n
trAzZakk =a, ta, t+..+a,
k=1

2 3 4
Exemplo: A= 5 7 0
10 -1 9

X3

Elementos da diagonal principal: 2, 7 € 9.
Elementos da diagonal secundaria: 4, 7 e 10.
rA=2+7+9=18



5. Matriz Diagonal
Uma matriz quadrada 4 ¢ chamada de matriz diagonal quando todos os elementos que nado
pertencem & diagonal principal sdo nulos, isto €, a; =0quando i# j paratodo i, j=1.2,...,n.

2 00
Exemplo: [0 1 0
0 0 3,

6. Matriz Identidade
Uma matriz diagonal 4 ¢ chamada de matriz identidade quando os elementos da diagonal principal
forem todos iguais a um.

Notagao: /,

Exemplo: 1 (1 0]
Xemplo: )’ =

0 1
2x2

7. Matriz Triangular Superior
Uma matriz quadrada 4 ¢ uma matriz triangular superior quando os elementos abaixo da diagonal
principal sdo nulos, isto €, a; =0quando i> j paratodo i,j=12,...,n.

12 3 4

05 6 7
Exemplo:

00 -1 0

0 0 0 -2

4x4

8. Matriz Triangular Inferior
Uma matriz quadrada A ¢ chamada de matriz triangular inferior quando os elementos acima da
diagonal principal sdo nulos, isto ¢, a,; =0quando i< j paratodo i,j=12,...,n.

1 00
Exemplo: |4 8 0
7 -3 0

X3

Operagdes com Matrizes
1. Adicao
Sejam A=(a;) matrizes de mesma ordem, define-se a matriz soma C = 4+ B tal

mxn mxn

e B=(b,)

ec,=a,+b; paratodo i=12,..,m eparatodo j=12,..n.

mxn

que C=(c;)
Exemplos:
. 1 2 -1 0 -7 25

1) Sejam A= e B= .
53 4 -4 05 5

140 2-7 —=-1+425 1 =5 15
Entdao A+ B= = .
5-4 3+0,5 4+5 1 35 9



2) Um laboratério farmacéutico produz um certo medicamento. Os custos relativos a compra e
transporte de quantidades especificas da substiancia necessarias para a sua elaboracao, adquiridas
em dois fornecedores distintos sao dados (em reais) respectivamente pelas seguintes matrizes.

prego custo pre¢o custo

compra transporte compra transporte
substdncia A 315 substdncia A 6 8
substancia B[ 12 8 substancia B|9 9
substancia C| § 2 substdncia C| 3 §

Fornecedor 1 Fornecedor 2

A matriz que representa os custos totais de compra e de transporte de cada uma das substancias
A, B e C ¢ dada por:

9 23
21 17
8 7

Propriedades da Operacio de Adicao
Al. Associativa: para quaisquer matrizes A, B ¢ C de mesma ordem, (A+ B)+C=A+(B+C).

A2. Comutativa: para quaisquer matrizes 4 ¢ B de mesma ordem, 4+ B=B+ 4.
Dem.: Considere matrizes de ordem mxn, A+ B=C e B+ A=D.

¢;=a; +b,=b;+a, =d, paratodo i=1,..,m eparatodo j=L..,n.
Assim, C=D.
Logo, a operagao de adi¢dao € comutativa.

A3. Elemento Neutro: para toda matriz4, 4+0, =0, +A=4.

mXxn

A4. Elemento Simétrico:para toda matriz 4 de ordem m xXn existe uma matriz S de mesma ordem
talque A+S=5+4=0,_ .
Sendo A=(a;),,
Notagdo: §S=-4
Assim, A+(-4)=(-4)+A4=0__, .
Além disso, A+(—B)=A—-B.

tem-se S=(5; ), = (@} ) pin -

AS. Para quaisquer matrizes quadradas 4 e B de mesma ordem, tr(A+ B)=trA+trB .
Dem: Considere as matrizes de ordem .
tr(A+B)=(a, +b,)+..+(a, +b,)=(a, +..+a,)+ (b, +..+b, )=tr(A)+tr(B)



2. Multiplicacdo por Escalar
Sejam A=(a;),,, uma matrize k€ R um escalar, define-se a matriz produto por escalar B=k - 4

mxn

tal que B=(b;),,, € b, =k-a, paratodo i=12,...,m eparatodo j=12,..n.

mxn

Exemplos:
1 0
1)Sejam A=| 3 -5 |ek=-3.
-1 7
(3.1  (3).0 -3 0
Entdo (-3)-4=| (-3).3 (3).(-5 |=|-9 15
-3).(-1) (3).7 3 =21

2) O quadro abaixo mostra a producao de trigo, cevada, milho e arroz em trés regides, em uma
determinada época do ano.

TRIGO CEVADA MILHO ARROZ
REGIAO [ 1200 800 500 700
REGIAO II 600 300 700 900
REGIAO 111 1000 1100 200 450

Com os incentivos oferecidos, estima-se que a safra no mesmo periodo do proximo ano seja
duplicada. A matriz que representa a estimativa de produgdo para o proximo ano €:

2400 1600 1000 1400
1200 600 1400 1800
2000 2200 400 900

Propriedades da Operaciao de Multiplicacdo por Escalar
El. Para toda matriz 4 e para quaisquer escalares k,,k, e R, (k,+k,)- A=k -A+k,-A.

E2. Para toda matriz 4 e para quaisquer escalares k,,k, e R, (k,-k,) - A=k, -(k,-A).

E3. Para quaisquer matrizes 4 ¢ B de mesma ordem e para qualquer escalar k€ R,
k-(A+B)=k-A+k-B.

Dem.: Considere matrizes de ordem mxn k- (A+B)=k-C=D e k-A+k-B=E+F=G.
d,=k-c,=k-(a; +b,)=k-a; +k-b,=¢,+ f;,=g,, paratodo i=1,.,m e para
todo j=1,...,n.

Assim, D=G'.
Logo, vale a propriedade.

E4. Para toda matriz 4 de ordem mxn, 0-4=0, .

ES. Para toda matriz 4 de ordem mXxn, 1-A=A.
E6. Para toda matriz quadrada 4 e paratodo ke R,tr(k- A)=k-tr4.



3. Multiplicacao
Sejam as matrizes 4A=(a;),,, ¢ B=(b;),.,, define-se a matriz produto C=4-B tal que

a, b, ,isto ¢, ¢, =a, -b;+a, b, +..+a, b, paratodo i=12,..,m e

M

C:(cij)mxn ¢ cij =

=~
Il

1

paratodo j=12,..,n.

Exemplos:
1 0
1

. 2 3 1
1) Sejam A=| 2 e B= .
| 4 1 0 -1

12+40.1 13400  L1+0.(=1) 2 3 1
Entdo 4-B=| 22+1.1  23+10 21+1(-1) |=|5 6 1
(-D)2+4.1 (=1)3+4.0 (=1).1+4(-1)] |2 -3 =5

Observe que 4=(a; )3, ,B=(b;); € C=(¢;)s-

2) A matriz abaixo nos fornece as quantidades de vitaminas A, B e C obtidas em cada unidade dos

alimentos I e 1.
A B C

alimento 1(4 3 0
alimentoIl| 5 (O 1

Ao serem ingeridas 5 unidades do alimento I e 2 unidades do alimento II a quantidade
consumida de cada tipo de vitamina ¢ dada por:

4 30
G 2)-[5 . 1]:(5-4+2-5 53+2-0 5-0+2-1)=(30 15 2)

Serdo consumidas 30 unidades de vitamina A, 15 unidades de vitamina B e 2 unidades de
vitamina C.

Propriedades da Operaciao de Multiplicacdo

MI1. Associativa: para quaisquer matrizes 4, B ¢ C de ordens m X p, p Xl el Xn, respectivamente,
(A-B)-C=4-(B-C).
Dem.: Considere (4-B)-C=D-C=E ¢ A-(B-C)=4-F=G.

/ ! P
ey =2y ey =2 (X a, ) ey =
k=1 k=1

= t=1
=(a,b, +...+a,.pbp1)clj +(a, b, +...+aipbp2)czj +...+(a,b, +...+a,.pbp,)c,j

=a,.lb“c1j +...+a,.pbplclj +a,.lb12czj +...+a,.pbp2czj +...+a“b1,clj +...+a,.pbplc,j

=a,.1(b“clj +b12c2j +---+buczj)+---+a,-p(bp1€1,- +bp2c2j +...+bp,c,j)

P l 14
=Zai, -(thk ‘C@):Ean - f,;=g; paratodo i=1,..,m eparatodo j=1,...,n.
t=1 k=1 t=1

Assim, E=G.
Logo, vale a propriedade associativa para multiplicacdo de matrizes.



M?2. Distributiva da Multiplicacio em relacao a Adi¢ao: para quaisquer matrizes 4 ¢ B de ordem
mX p, para toda matriz C de ordem pXn e para toda matriz D de ordem [Xxm,

(A+B)-C=4-C+B-CeD-(A+B)=D-A+D-B.
M3. Elemento Neutro: para toda matriz quadrada 4 de ordemn, 4-1, =1, - A= A4
M4. Para quaisquer matrizes quadradas 4 € B de mesma ordem, #(A- B)=tr(B- A4).

MS5. Para quaisquer matrizes quadradas 4 e B de mesma ordem e para todo keR,
k-(A-B)=(k-A)-B=A4-(k-B)
M6. Para toda matriz quadrada 4 de ordem n, 4.0, =0, -4=0

nxn nxn

Em geral, ndo vale a propriedade comutativa para a operagao de multiplicagao.

Assim, A-B#B-A.

Quando A-B=B- A4, diz-se que A e B sdo matrizes comutaveis, ou ainda que 4 ¢ B sdo matrizes
que comutam entre si.

Por M6, qualquer matriz quadrada comuta com a matriz quadrada nula de mesma ordem.

Exemplos:
1) Sejam as matrizes A=(a,),; € B=(D;)s,, -
A-B=C=(¢c;)p, #(d;)3s=D=B-A.

2) Sejam as matrizes A=(a;),.; € B=(b;);, -

A-B=C=(c;),, ¢amatrizproduto B- A ndo ¢ definida.

. 1 2 -1 0
3) Sejam A= e B= .
3 4 1 2
1 4 -1 =2
A-B= # =B-4
[1 8) [ 7 10]
. 1 2 1 -1
4) Sejam A= e B= .
-2 1 1 1

3 1
=B-4.
N

Logo, as matrizes 4 e B comutam entre si.

Assim, A-B :[

Poténcia de uma Matriz Quadrada de Ordem n.

A =1,
A'=4
A*=A4-4

Toda matriz quadrada 4 comuta com qualquer poténcia natural de 4.



Exemplos:
3

Ll
N 5 1 3 1 3 1 6
Entdo A" =A4- A= . = .

0 1 0 1 0 1

1 2
2) Sejam o polindmio f(x)=x>+2x—11 e amatriz 4= (4 3].

1
1) Seja A=
) Sej 0

Determinando o valor f(A):
f(x)=x"+2x—-11=x>+2x" —11x°
f(A)=A"+2-4"-11-A°=4>+2-4" -11-1,

9 -4 | ) 1 0 9 -4 2 4 —-11 0 0 0
f(A)= +2- -11- = + + =
-8 17 4 -3 0 1 -8 17 8 -6 0 —11 0 0
A matriz 4 ¢ uma raiz do polindmio, ja que f(A4)=0,,.

Matriz Idempotente
Uma matriz quadrada 4 ¢ idempotente quando 4> = 4.

2 -1 1
Exemplo: Amatriz | -3 4 -3 |¢idempotente. (Verifique!)
-5 5 -4

4. Transposicao

Seja a matriz 4=(a,),,, » define-se a matriz transposta B tal que B=(b;),,,, € b, =a,isto ¢ ¢ a

matriz obtida a partir da matriz 4 pela troca de suas linhas pelas colunas correspondentes.
Notacdo: B= A’

Propriedades da Operacio de Transposicao
T1. Involugio: para toda matriz 4, (4')' = 4.

T2. Para quaisquer matrizes 4 € B de mesma ordem, (4+ B)' = A' + B".
Dem.: Considere matrizes de ordem mxn ,(A+B)' =C'=D e A'+B'=E+F=G.
d,=c,=a;+b,=e, + f,=g, paratodo i=1,..,m eparatodo j=L..,n.
Assim, D=G.

T3. Para toda matriz 4 ¢ para todo escalar ke R, (k- A4)' =k-A".

T4. Para toda matriz 4 de ordem m X p e para toda matriz B de ordem pxn, (A-B)' =B’ - A".
T5. Para toda matriz quadrada 4, (A’ )=trA.



Classificacao de Matrizes Quadradas
1. Matriz Simétrica
Uma matriz quadrada 4 ¢ denominada simétrica quando 4’ = 4.

-1
Exemplo:| 3 2 0
-1 0 5

Os elementos da matriz dispostos simetricamente em relagdo a diagonal principal sdo iguais.

2. Matriz Anti-simétrica

Uma matriz quadrada 4 é denominada anti-simétrica quando 4" =—4.
0 3 -1

Exemplo:|-3 0 7
1 -7 0

Todos os elementos da diagonal principal sdo iguais a zero e os elementos simetricamente dispostos
em relacao a diagonal principal tém sinais contrarios.

3. Matriz Invertivel ou Nao-singular
Uma matriz quadrada 4 de ordem n ¢ dita invertivel se existir uma matriz quadrada B de mesma

ordem tal que 4-B=B-A=1,. A matriz B ¢ dita matriz inversa da matriz 4.
Notagdo: B=A""
A-A"'=4"4=1

n

Exemplos:

25 3 =5
1) A matriz | 3 ¢ invertivel e sua inversa ¢ | o )pois:

HR ISR T

2 -1
2) Obtendo a matriz inversa da matriz 4= [ | )

0
. X z
Considere B = [ ]

y
. (2 -1)(x =z 2x—y 2z—t 1 0
Se A-B=1, entdo . = =
I 0|y ¢ X z 0 1
2x—-y=1
. x=0
Assim,
2z—t=0
z=1

0 1
Desta forma, B =
-1 2



Verifica-se também que B-A=1, .

.. . 0 1
Entdo a matriz inversa da matriz 4 é A~ :( ]

-1 2
1 23
3) Amatriz [ 4 5 6 |ndo possuiinversa.
7 8 9

Propriedades das Matrizes Invertiveis
I1. Involugdo: (47')™' = 4.

2. (4-B)"'=B7"-47".
dem.: (4-B)- (B -A")=(A-(B-B™"))- A" =(4-1))- A" =4-4"=1,.
Analogamente, (B~ - 47')-(4-B)=(B™' (47 -4)-B=(B™'-1,)-B=B"'-B=1,.
Logo, o produto ¢ invertivel.

3. (4 =47y,

Semelhanc¢a de Matrizes
Duas matrizes 4, B e Mat, (R) sdo semelhantes quando existe uma matriz invertivel Pe Mat, (R)

tal que B=P ' AP .

1 0
I -1

. 2 -1 » g . 1 0 1 0 1)(2 -1
Considere P = e P = . Assim, = . : .
1 1 -1 2 1 -1 -1 I ofJ{1 1
. Matriz Ortogonal

Uma matriz quadrada 4 de ordem 7 invertivel é denominada ortogonal quando A4~ = 4".

0 1
Exemplo: As matrizes (1 O] e ( ] sao semelhantes.

W W=

cosf -— sen@]

Exemplo:
sen@  cos@

. Matriz Normal
Uma matriz quadrada 4 de ordem » ¢ dita normal quando comuta com sua matriz transposta, isto &,

A-A"=4"-4.

6 -3
Exemplo:
3 6

10



Operagoes Elementares
Sao operagdes realizadas nas linhas de uma matriz. Sdo consideradas operagdes elementares:

OEIl. A troca da linha i pela linha ;.

L,eoL,
OE2. A multiplicacdo da linha i por um escalar k€ R nao nulo.
L, «k-L,
OE3. A substitui¢do da linha i por ela mesma mais k& vezes a linha j, com k€ R ndo nulo.
L, <L +k-L,
0 0 1 5 1 5 1 5
EXGIIIplOI 2 4 L1(—)L3 2 4 Lz(—%Lz 1 2 L2(—L2+(-1)L1 0 -3
1 5 0 0 0 0 0 O

Matriz Equivalente por Linha
Sejam A e B matrizes de mesma ordem. A matriz B ¢ denominada equivalente por linha a matriz 4,
quando for possivel transformar a matriz 4 na matriz B através de um numero finito de operacdes
elementares sobre as linhas da matriz 4.

0 0 1 5
Exemplo: A matriz |2 4 |¢é equivalente a matriz |0 —3 |, pois usando somente operacdes
1 5 0 O

elementares nas linhas da primeira matriz foi possivel transforma-la na segunda.

Matriz na Forma Escalonada
Uma matriz esta na forma escalonada quando o numero de zeros, que precede o primeiro elemento nao
nulo de uma linha, aumenta linha a linha. As linhas nulas, se existirem, aparecem abaixo das nao nulas.

710 3) (2005 1 -2 0 5
\ 1 00

010 5| (003 1[(l 23 140
Exemplos: 01 0
002 6| (0005[\000,f0 000001

000 —-1] {0 000 0 000

11



Escalonamento por Linha de uma Matriz
Dada uma matriz qualquer, € possivel obter uma matriz equivalente por linhas a esta matriz na forma
escalonada:

Exemplos:
1 2 3 1 2 3 1 2 3
|4 5 6|L,«L,+(-4)L |0 =3 —6|L,«L,+(-7)L, |0 -3 -6
7 89 7 8 9 0 -6 —12
1 2 3
Ly L, +(-2)L, |0 -3 -6
0 0 0
0 2 0 1 2 0 1 01 2
2) 0 0 L &L, 0 30 L, « L, +(=3)L, 0 0~ L, L, +L, 00 =6
0 1 2 0 0 2 0 0 00 2
0 —1 3 0 -1 3 0 -1 00 5
01 2 (0 1 2 01 2
s ] 0 0 1 100 0 0 1
2<_(_E)L2 0 0 2 L36L3+(_2)L2 0 0 0 L4FL4+(_5)L2 0 0 0
00 5 Lo 05, 000

A escolha de operagdes em um escalonamento ndo ¢ unica. O importante ¢ observar que o objetivo ¢
aumentar o numero de zeros, que precede o primeiro elemento nao nulo de cada linha, linha a linha.

Posto de uma Matriz

O posto de uma matriz 4 pode ser obtido escalonando-se a matriz 4. O numero de linhas ndo nulas
apos o escalonamento € o posto da matriz A.

Notagao: P,

Exemplo: Nos dois exemplos anteriores o posto das matrizes ¢ igual a dois.

Aplicagdes de Operacoes Elementares
1. Calculo da Inversa de uma Matriz Quadrada 4 de ordem n.
Passo 1: Construir a matriz (4|7, ) de ordem nx2n .

Passo 2: Utilizar operagdes elementares nas linhas da matriz (4|7, ) de forma a transformar o
bloco 4 na matriz identidade /, .
Caso seja possivel, o bloco 1, tera sido transformado na matriz 4~ .

Se ndo for possivel transformar 4 em /, € porque a matriz 4 ndo € invertivel.

1 2 2 -1 0 2
Exemplo: Seja A4=|3 1 0| Amatrizinversaé 4'=| 3 1 -6/
1 1 1 -2 -1 5

12



122100 1 2 2 100
3100 1 0L «L,+(3)L |0 =5 =6 =3 1 0| L, « L, +(-1)L,
11100 1 1 1 1 00 1

1 2 2 100 1 2 2 100

0 -5 =6 =3 1 0L, L |0 -1 -1 =1 0 1|L, « (=1L,

0 -1 -1 -1 0 1 0 -5 -6 =3 10

1 2 2 10 0 12 210 0

0 1 1 10 —1|L«L+5L, |0 1 1 10 —1|L «L +(-2)L,
0 -5 -6 =3 1 0 00 -121 -5

10 0 -10 2 100 -1 0 2

01 1 10 =1|L«(=DL, |0 1 1 1 0 —1|L,« L +(-L,
00 -1 2 1 =5 001 -2 -1 5

100 -1 0 2

010 3 1 -6

001 -2 -1 5

Justificativa do Método para o Calculo da Matriz Inversa
Teorema: Uma matriz quadrada 4 de ordem # ¢ invertivel se e somente se a matriz 4 ¢ equivalente
por linha a matriz /.

Desta forma, a seqiiéncia de operagdes elementares que reduz a matriz 4 na matriz /, , transforma a

matriz /, na matriz 4.

3
A reducao da matriz A a matriz identidade é:

b2 1L12 L+(2)L1
—— — -
0 3/ 370 1] : o 1

Aplicando em /, a mesma seqiiéncia de operagoes:

1 2
Exemplo: Considere a matriz 4 = [0 ]

[e)
N——

2

1 0 1 1 0 1 —5

[0 1}‘265142 0 l 1EL1+(_2)L2 1

3 0 —

3
2

Assim, a matriz {’ ¢ a inversa da matriz 4.

0 il
3
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2. Calculo do Determinante
A qualquer matriz quadrada 4 podemos associar um certo nimero real denominado determinante
da matriz.

Notagao: det 4 ou |A|

E importante observar que:
a) Quando trocamos duas linhas de uma matriz 4, seu determinante troca de sinal.

b) O determinante da matriz fica multiplicado pelo escalar nao nulo & quando todos os elementos de
uma certa linha forem multiplicados por «.

¢) O determinante néo se altera quando utilizamos a operagio elementar do tipo L, <~ L, +k-L .

(Teorema de Jacobi).
d) O determinante de uma matriz triangular ¢ igual ao produto dos elementos da diagonal principal.
O calculo do determinante de uma matriz quadrada, utilizando-se operagdes elementares nas linhas

da matriz, consiste em encontrar uma matriz triangular equivalente por linha a matriz dada,
respeitando-se as propriedades de determinantes acima.

Exemplos:
0 15 0 15 1 -2 3 1 -2 3
1) det| 3 —6 9 |=3det| 1 -2 3 |=(-3)det| 0 1 5|=(-3)det| 0 1 5=
2 6 1 2 6 1 2 6 1 0 10 -5
1 -2 3
(—3)det| O 1 5|=(3)-1-1-(-55) =165
0 0 =55
2 3 -4 1 1 1 -2 -5 1 1 -2 -5
2 0 0 - 20 0 -3 0 -2 4 7
2) det = (—1)det =(-1)de =
1 1 -2 - 2 3 -4 1 0 1 0 11
01 2 3 01 2 3 0 1 2 3
1 1 -2 -5 1 1 -2 -5 1 1 -2 -5
0 0 11 01 0 11 0 1 0 11
det = det = (~1)det -
0 -2 4 7 0 0 4 29 0 0 -8
0 1 2 3 0 0 2 -8 00 4 29
1 1 -2 -5 1 1 -2 -5
01 0 11 01 0 11
(—2)det = (—2)det =(-2)-1-1-1-45=-90
0 0 1 -4 0 0 1 -4
0 0 4 29 0 0 0 45

Outras informacgodes sobre este topico encontram-se no Apéndice A.

3. Resolucao de Sistemas
Outra aplicacdao de operagdes elementares € na resolucao de sistemas, que sera visto com detalhes
no proximo capitulo.
14



Exercicios

. L a->b b+c 8 1Y) . .
1) Resolva a equacao matricial = 6 indicando os valores para a, b, c e d.

3d+c 2a-4d 7
2 -1 3 8 -3 -5 0 -2 3
2) Considere A=| 0 4 5|, B=|0 1 2,C=|1 7 4| e k=4. Verifique se:
-2 1 4 4 -7 6 3 99

a) (4-B)-C=4-(B-C)
b) k-(B-C)=k-B—k-C
c) r(A+ B)=trd+ trB

d) r(A-C)=trd-trC

1 2
3) Seja A= 3 6)' Indique uma matriz quadrada B de ordem 2 ndo nula tal que 4- B=0,,,.

21
4) Seja A= 1 1). Resolva a equagdo matricial 4- X =1,,onde X =(x),,,-

5) Mostre que, em geral, A4° — B’ #(A—B)-(A+ B), sendo A4 e B matrizes quadradas de mesma
ordem.

1 2
6) Seja A:[O 1]. Encontre 4" .

3 0
7) Verifique que a matriz [8 1] ¢ uma raiz do polindémio f(x)=x> —2x—3.

1
a) Indique a matriz 4> —=2- A+1,

. 20
8) Considere 4= 4 .
b) A matriz 4 ¢ invertivel? Em caso afirmativo, indique A~ =(47")>.

1 0
9) Mostre que as unicas matrizes quadradas de ordem 2 que comutam tanto com a matriz ( 0 0]

0 1
quanto com a matriz ( 0 0] sao multiplas de 7, .

1 2
10) Determine todas as matrizes de ordem 2 que comutam com a matriz [ 5 1] .

1 2 50
11) Sejam A:(3 4] e B:( 6 7] . Verifique a igualdade (4-B)' =B' - A".

15



12) Mostre que se a matriz quadrada A for invertivele 4- B=A-C entdo B=C. (Lei do Corte)

2 -1 3 1
13) Sejam A=|1 0 2 |e B=|2 |. E possivel calcular X, na equagio A4- X =B?
0 0 1 3

14) Sejam A4, B, C e X matrizes quadradas de mesma ordem e invertiveis. Resolva as equacoes,
considerando X a variavel.

a) A-B-X=C
b)C-4-X'=C
c)A-X* C=4-X-B-C
d)4-B"-X=C-4

e) A X'=A4-B- A

15) Seja 4 uma matriz de ordem # tal que a matriz (A4’ - A) é invertivel. A matriz A- (A" - 4)™ - 4" é
simétrica? E idempotente?

cos@ —senf

16) Mostre que a matriz
sen  cosf

] ¢ uma matriz ortogonal.

1
17) Determine a, b e ¢ de modo que a matriz | 0 seja ortogonal.

ot —o
o &5 mo

a

18) Mostre que a soma de duas matrizes simétricas ¢ também uma matriz simétrica.
19) Mostre que o mesmo vale para matrizes anti-simétricas.

20) Se A e B sdo matrizes simétricas que comutam entre si entio a matriz B - A> também é simétrica?
Justifique.

21) Toda matriz ortogonal ¢ também uma matriz normal? Justifique.
22) O produto de duas matrizes ortogonais € uma matriz ortogonal? Justifique.

23) Em uma pesquisa onde foram consideradas 3 marcas de refrigerante, Gelato, Delicia e Suave, o
elemento a, da matriz abaixo indica a possibilidade de uma pessoa que consuma o refrigerante

passar a consumir o refrigerante j. O elemento da diagonal principal representa a possibilidade de
uma pessoa que consuma um determinado refrigerante permaneca consumindo o mesmo
refrigerante.

16



Gelato Delicia Suave

Gelato [ 0.8 0,1 0,1
Delicia| 0,4 0,5 0,1
Suave | 0,6 0,2 0,2

a) Qual a possibilidade de uma pessoa que consumia o refrigerante Gelato passar a consumir o
refrigerante Suave? E a de quem consumia Suave passar a consumir Gelato?
b) Escreva a matriz que indica a possibilidade de se mudar de marca apos duas pesquisas.

1 2 -4
24) Verifique se amatriz | -1 -1 5 | ¢ invertivel. Em caso afirmativo, indique a matriz inversa.
2 7 =3
1 2 -1
25)Para que valores de ¢ amatriz |0 1 1 | admite inversa?
1 1 a
1 3 0
26) Dadaamatriz A=|2 5 —1|. Indique a matriz (4 |/ 3) e determine 47" .
01 2
1 3 -3
27) Dadaamatriz A" =[0 —1 2 |. Indique a matriz 4.
1 -2 1

[

11
28) Determinar o valor de a a fim de que amatriz | 2 1 2 |seja invertivel.
1 2

Q

1 -2 ﬂ 3
29) Calcule o determinante das matrizes L2 -3 5 J e| 2

—_ RO
\® I o) N

3 4 6 4

30) Sabendo que 4 ¢ uma matriz quadrada de ordem n e que det 4 =5, determine:
a) det(3- A4)

b) det A’
c) det(—A4)

d) det 4>

-1 5
31) Encontre todos os valores de a para os quais det[a 0 3): 0
a—+

17



Respostas

Na=5b=-3,c=4,d=1

{(—22 —2t} }
3) B= tze R
z t

px=[ !
=)

[1 2n]
6) A" =
0 1
1 0 1
8) a) 4 0 b)[_% J
10) {( x ij,ye R}
—y x

—_ O

—4
13) Sim, X =| 0
3

14)ya) X=B"'-47".C
b) X =(47")

c) X=B
d) X=B-4"-C-4
e) X=(4"-B-A)
15) Sim. Sim.
17) b="Lec=—L ou b=-

ol

vl

0,74 0,15
23)a)0,1¢0,6 b)|058 0,31
0,68 0,20
-16 —-11 3
Wd'=| 13 -3
_ 5 _3 1
2 2 2
25) a#-2
-11 6 3
260047 =] 4 -2 -1
-2 1 1
1 1 1
2 2 2
27) A=+ 2 -1
1 5 _1
6 6 6
28) a#1

29) 0 e 24, respectivamente.

30)a) 3" -5
b)5
5 sen for par
‘ {—5 caso contrario
d) 25
31) a=loua=-3

0,11
0,11
0,12

18



Apéndice A - Determinante

Permutacgoes
Seja um conjunto finito 4 qualquer, uma permutag¢ao em A4 ¢ qualquer funcao bijetora f: 44— 4.
Sendo n a cardinalidade do conjunto, existem n! permutacdes possiveis.

Exemplos:
1) Seja A={a,b} e as bijecdes abaixo:

A notagdo usual é:

a b a b

a b b a
Nesta notacdo matricial, a primeira linha indica os elementos originais ¢ a segunda os elementos
reorganizados.

2) Seja A=1{1,2,3}.

123 (123 (123 o ) e
21 31 3 2 (& 31 2 sao tres das seis permutagoes possivels em A.

3) Seja A={a,b,c,d}.
[a b ¢ d

¢ uma das 24 permutagdes possiveis.
b ¢ d a

Se A for um conjunto munido de uma relacao de ordem, as permutacdes podem ser classificadas como
permutagdes pares € permutacdes impares. Uma permutagdo ¢ par quando o nimero de elementos -
dentre os elementos reorganizados - “fora de ordem” for par e ¢ impar quando este nimero for impar.

Exemplos:
1) Seja 4={1,2,3} com a ordem numérica usual, isto ¢, 1<2<3.

1 2 3 1 2 3) . o 1 2 3),
b 1 3)8l1 3 o83 permutagdes impares ¢ 3 1 oéPar

2) Seja A={a,b,c,d} com a ordem lexicografica (alfabética) usual.
[a b ¢ d

¢ uma permutagao impar.
b ¢ d a

Além disto, as permutagdes pares € associado o sinal positivo e as impares o sinal negativo.
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O Determinante
Dada uma matriz quadrada 4 de ordem n € possivel fazer corresponder um certo nimero denominado
determinante da matriz A4.

Notagdo: det 4 |A| det(a, )

nxn

ay  dp dg
Considere, por exemplo, uma matriz quadrada de ordem 3, 4A=|a, a,, a, |, € as permutagdes
d;; dyp Ay

possiveis no conjunto de indices {1, 2, 3}.

1 23
1 3 2

correspondem a primeira linha da representagdo da permutacdo, os indices coluna sdo obtidos da
segunda linha e o sinal negativo da classificagdo da permutagao.

A partir da permutagdo impar ( ] associa-se o produto “—a,,aya;,” , tal que os indices linha

O determinante de uma matriz de ordem 3 ¢ obtido a partir de todas as seis permutagdes possiveis no
conjunto de indices {1, 2, 3} classificadas e sinalizadas.

Assim, o determinante ¢ dado por:
det A=a aypas; —a,,a,,a;, —a,,0,,05; +a,0,,0; + 130,03 — 430,05,

Genericamente, para uma matriz de ordem #n, o determinante ¢ o numero obtido do somatorio dos
produtos sinalizados de elementos a,; da matriz, combinados de acordo com as permutagdes do

conjunto de indices {1, 2,..., n}.

Exemplos:
1) det(6) =6
-1 0
2) det =a,,a,, —a,a, =(-1).7-02=-7
2.7
25 =2
3) detl =1 0 4 |=a,aynay; —a,aya;, —a,a, a5 + 0,050y + 030,05, — 4,305,405,
0+ 0

=2.0.0— 2.4% —5.(-1).0+5.4.0+ (—2).(—1).% —(-2).0.0
=-3
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Desenvolvimento de Laplace
Seja uma matriz quadrada de ordem n,

ay  dp a,
A= ay dp a,,
anl an2 ann

Considere um elemento a, qualquer, com i, j=1,..,n e a submatriz 4, de ordem (n—1) obtida a
partir da matriz 4 retirando-se a i-ésima linha e a j-ésima coluna. O determinante da submatriz A4,

sinalizado por (—=1)"*/ é denominado o cofator do elemento a;.

2 5 =2
Exemplo: Seja a matriz | -1 0
0+ 0

2 5
O cofator do elemento a,,, isto é, de 4 é: (—1)2+3.det[0 l]: (-D.1=-1
2

5
O cofator do elemento a,, =0a3 é: (=1)°"". det[o 4]: 1.20=20

Considere uma certa linha 7 fixada. O determinante da matriz 4 fica definido por:
det A=Y a, - (-1)"/ -det 4,
j=1

A expressdo ¢ uma formula de recorréncia (faz uso de determinantes de matrizes de ordem menores)
conhecida como desenvolvimento de Laplace.

Este desenvolvimento pode ser feito fixando-se uma certa coluna j e a expressao passa a ser:

det A=Y a,-(-1)"/ -det 4,
i=1

Exemplos:

-1 0
1) 4 :[ )ﬁxada a linha 2.
2 7

det A=a, (=1)*"" det 4y, +ay, (1) det 4,, =2.(=1)° 0|+ 7.(-D)* |- 1| =2.(-1).0+ 7.1.(-1) =7

2 5 =2
2) A=|—-1 0 4 [fixada a linha 1.
0L 0
det A=a, (-1)""" det 4, +a,,(=1)""* det 4,, + a,;(=1)"" det 4,,
0 4 _1 4 -1 0
:2.1% 0+5.(—1).‘ 0 O+(—2).1. 0 %
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Fixando ainda a linha 1 para as submatrizes:
det A=2.1.[0.(=1)""".det 4,, +4.(=1)""*.det 4,, ]+

5.(-1.[(=D.(=D"".det 4,, +4.(=1)""*.det 4, ]+
(=2).L.[(=D.(=D)'"".det 4,, +0.(=1)"**.det 4,, ]

+0.(—1)0[]

1 1
=2.1.[0.1)0] + 4'(_1)'|E 5

1+ 5.(=1).[(=1).1J0] + 4.(-1)Jo[1 + (—2).1.[(—1).1.|

=2.1.(=2) +5.(-1).0+ (—2).1%: —4+1=-3

Propriedades
Considere A e B matrizes quadradas de ordem n e k€ R ndo nulo.
D1. Se 4 ¢ uma matriz triangular superior (inferior) entdo det 4 =a,,a,,...q,, .

a,, a, ... 4,
) ; Ay, . 4y,
dem: Considere a matriz 4=
0 0O ... «a

Fixando a coluna 1 para o célculo dos determinantes,

det A=Y a, ()" det 4, =a, (-1)" det 4, +a, (-1)*" det Ay, +...+a,,(-1)""" det 4,,
i=1

a,, dy,; ... d,,

a,;;, .. a ul A
33 3n :allzail(_l)lﬂ detAil

...................... i=1

dz3 d3y - Ay,
a a 2 :
44 4n | _ i+1
a, a,, det —anazzzail(—l) det 4,
...................... i=1
0 0 ..a

=a,ayla,(-1)"detd,, +..+a, (-1)"" det Ay

=dpdy..dy,
Corolarios:
i) det0, =0
i) det/, =1

ii1) Se A ¢ uma matriz diagonal entdo det 4=a,,a,,...a,, .

D2. det A=0, quando 4 possuir uma linha (ou coluna) nula.
D3. det A=0, quando A4 possuir duas linhas (ou colunas) iguais.

D4. det(k- A)=k" -det A
D5. det(A4- B)=det A-det B
D6. det A =det A’
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D7.Considere a matriz A ¢ B a matriz obtida a partir de 4 por aplicagdao de operacdes elementares:
a) Ll' HL/ :detB=—det 4

b) L; < kL;: det B=Fk - det 4

a, dp a,
dem: Considere a matriz A=| a,, a,, .. a,
a, a, .. a,,

Fixando a linha i para o célculo dos determinantes,

det A=Y a,(-1)" det 4,
j=1

a, dp a,
Seja amatriz B =| ka,, ka, ... ka, |obtidapela operagdo elementar L; <—k.L,.
a, a, .. a,

det B=Y (ka,)(-1)"/ det A, =k- Y a,(-1)""/ det 4, =k -det 4
Jj=1 Jj=1

C) Ll' FL["‘k.Lj : det B=det 4

D8. 4 é uma matriz invertivel se e somente se det A #0.

1
det 4
D10. Se 4 e B sao matrizes semelhantes entdo det A =detB.
DI11. Se 4 ¢ uma matriz ortogonal entdo det 4 =+1.

D9. Se 4 é uma matriz invertivel entdo det 4™ =

Exercicios
1) Calcule o determinante usando permutagoes.
1 4 7
b2 b)|2 5 8
M3 4 )
3 609

2) Calcule o determinante usando desenvolvimento de Laplace.

I 0 11

1 4 7
2 5 11

a)|2 5 8| b

3 -1 41

3 609
I 2 01

3) Indique o valor de x para que as matrizes sejam invertiveis.
1 2 3 x 1 1

a4 5 6|/b)|-11 «x
7 8 x x 1 -1



SISTEMA DE EQUACOES LINEARES

Definicdo
Dados os nimeros reais a,,a,,...,a,,b, com n>1, a equagdo a,-x, +a, -x, +...+a,-x,=>b onde
X,,X,,...,X, S30 varidveis ou incognitas, ¢ denominada equacdo linear nas variaveis x ,x,,...x, .

n

Os numeros reais a,,d,,...a, sao denominados coeficientes das variaveis x,,x,,..,x

n’

respectivamente, ¢ b ¢ denominado de termo independente.

Um Sistema Linear sobre R com m equacdes e n incégnitas ¢ um conjunto de m >1 equacdes
lineares com n >1 variaveis, e ¢ representado por:

a,-x ta, x,+..+a, x

a, X, +ay -x,+..+a, -x, =b,

n

Com a,;

g0 €RLI=1 mej=1..n.

Matrizes Associadas a um Sistema Linear
Sistemas podem ser representados na forma matricial:

ay dy a, X b,
a dp az, Xy | b,
aml am2 amn xn bm
- -

C X B

Denominadas, matriz C de Coeficientes, matriz X de Variaveis ¢ matriz B de Termos
Independentes.

Assim, um sistema linear com m equagdes € n incognitas fica representado pela equacao matricial
C-X=B.

Outra matriz que se pode associar a um sistema linear ¢ a Matriz Ampliada ou Completa do sistema.

an 9 a, b
A= ay 4y a,, b,
aml am2 amn bm
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Classificacao de Sistemas

Classifica-se um sistema linear de acordo com o tipo de solugao.

Uma solucio para um sistema de equagdes lineares € uma n-upla de niameros reais (s,,S5,,...,5,) que
satisfaz todas as equagdes, simultaneamente, isto €, substituindo-se a variavel x, pelo valor s,, x,
por s,, .. e x, por s, em cada uma das equagdes, todas as igualdades sdo verdadeiras. O conjunto
soluciio S do sistema € o conjunto de todas as solugoes.

2x—y=4
Exemplo: Dado o sistema { Y 5 o par ordenado (2,0) ¢ solugdo deste sistema. Assim, o
x+y=

conjunto solugdao S ={(2,0)}.
De forma geral, temos que um dado sistema de equagdes lineares sobre R pode ser classificado como:

e Sistema Possivel (ou Compativel ou Consistente)
e Determinado (SPD): h4a uma unica solugao
¢ Indeterminado (SPI): ha infinitas solug¢des
e Sistema Impossivel (ou Incompativel ou Inconsistente) (SI): nao ha solugao.

Resolugdo de Sistemas utilizando o Método de Eliminagao Gaussiana

Dado um sistema de equagdes lineares, espera-se encontrar sua solucao, isto € resolvé-lo. O método de
resolucao utilizado sera o Método de Eliminacao Gaussiana.

A 1déia do método ¢ obter um sistema mais “simples” equivalente ao sistema dado. Dois sistemas de
equagdes lineares sao denominados sistemas equivalentes quando possuem a mesma solugao.

sdo equivalentes pois ambos possuem o mesmo

) 2x+y=2 2x+y=2
Exemplo: Os sistemas e

x—y=4 2x -2y =8

conjunto solugdo S ={(2,-2)}.

O Método de Eliminacao Gaussiana
Dado um sistema linear com m equacdes € n variaveis:
1. Obter a matriz ampliada.

2. Escalonar a matriz ampliada utilizando operacdes elementares.

3. Fazer a analise, de acordo com o teorema abaixo:
Teorema: Um sistema linear de m equagdes e n varidaveis admite solugdo se e somente se o posto

da matriz ampliada escalonada (P,) for igual ao posto da matriz de coeficientes (P, ).

Assim:
a) Se P,=P.=n,osistema ¢ Possivel Determinado (SPD).

b) Se P, =P.<n, o sistema ¢ Possivel Indeterminado (SPI).

c) Se P, # P., o sistema ¢ Impossivel (SI).

4. Reescrever o sistema, associado a matriz escalonada, equivalente ao sistema dado, e:
a) Se o sistema for SPD, encontrar o valor de uma variavel e, por substitui¢do, determinar as
demais variaveis. Indicar o conjunto solugado S, que neste caso, contera apenas uma n-upla.
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b) Se o sistema for SPI, escolher n— P, variaveis livres ou independentes. O numero, n— P,
também ¢ denominado o grau de liberdade ou grau de indeterminacio do sistema.
As variaveis que dependem das variaveis livres sdo denominadas variaveis amarradas ou
ligadas.
Indicar o conjunto solugdo S, apresentando todas as ordenadas da n-upla em funcao das variaveis
livres.

¢) Se o sistema for SI, indicar S=O .

x+y+z=1
Exemplo: Seja o sistema {2x—y+3z =0 com 3 equacdes e 3 incognitas.
-x+y—-5z=2
1 1 I 1
A matrizampliada¢| 2 -1 3 0|
-1 1 -5 2

ApOs o escalonamento, a matriz escalonada ¢

S O =
O =
|
—_— W= =

R= W

O = =
|
_ W= =

1
E a matriz de coeficientes é: | 0
0

Anidlise: P, =P.=n=3.
Logo, o sistema ¢ possivel determinado (SPD).
x+y+z=1
O sistema equivalente ¢ {y -1z =2
1

Z:_E

. 1
ApOs as substituigdes, y = 5 e x=1.

A solugdo do sistema é S ={(1,4,~1)}.

Resolvendo e Interpretando Geometricamente Sistemas Lineares no R*
O conjunto de pares ordenados de nimeros reais ¢ designado por R* = {(x,y)|xe Re ye R}.

Geometricamente tem-se o plano R, descrito por dois eixos - eixo X e eixo Y - perpendiculares entre
si, interceptando-se no ponto (0,0) , denominado origem.

Exemplos:

x+y=1
1) Seja o sistema com 2 equagdes e 2 variaveis: Y
2x+3y=7

Aplicando o Método de Eliminagao Gaussiana:

1 11
Matri liad .
atriz ampliada (2 3 7)

1 11
Matriz escalonada: .
015
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1 1
Matriz de coeficientes ( 0 1).

Andlise, P, = P. =n=2: Sistema Possivel Determinado (SPD).
x+y=1

y=5

Substituindo o valor de y na primeira equagao, tem-se x =—4.
Logo a solugao do sistema ¢ descrita por S ={(—4,5)}.

Sistema equivalente {

Interpretando geometricamente: cada equag¢do do sistema representa uma reta, estas retas se
interceptam em um unico ponto (—4,5).

x=2y=-2

2) Dado o sistema:
2x—4y=-4

) ] 1 -2 -2
Matriz ampliada: ( y 4 4).
-2 =2
0 0 O

Matriz escalonada:

0

Andlise, P, = P. =1<n=2: Sistema Possivel Indeterminado (SPI).

1 =2
Matriz de coeficientes: [0 ]

. . xX—-2y=-2
Sistema equivalente
0y=0
A variavel y esta livre, podendo assumir qualquer valor real, e a variavel x amarrada em fungdo de
y,istoé, x=2y—-2.

A solugdo do sistema é S={(x,y)e R* |x=2y-2}={(2y—-2,y),ye R}.

Geometricamente, tem-se duas retas coincidentes, a equacao 2x —4y=-4 ¢ multipla da equacao
x —2y=-2. Assim, as retas se interceptam em infinitos pontos.

]
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) x+y=2
3) Dado o sistema
x+y=-3

) . 11 2
Matriz ampliada .
11 -3

) 1 1 2
Matriz escalonada: .
0 0 -5

1 1
Matriz de coeficientes (O O]'

Analise, P, =2 # 1= P.: Sistema Impossivel.

. . x+y=2 . o x+y=2
Sistema equivalente , isto €,
0y=-5 0=-5
A solugao é S =O.

Assim, se um sistema possui equacdes que representam retas paralelas, como no exemplo, uma
solucdo ¢ impossivel, pois ndo ha ponto de interse¢ao entre retas paralelas.

Resumindo, para sistemas de equagdes de duas incognitas com duas ou mais equacdes, tem-se o
seguinte quadro:

Retas Classificacdo do Sistema
Concorrentes Possivel e Determinado
Coincidentes Possivel e Indeterminado
Paralelas Impossivel

Resolvendo e Interpretando Geometricamente Sistemas Lineares no R’
O conjunto de todos as triplas de nimeros reais ¢ designado por R* ={(x,y,z)|xe R, ye Reze R}.

Geometricamente tem-se o espaco R3, descrito por trés eixos, eixo X, eixo Y e eixo Z, que sdo
perpendiculares entre si, interceptando-se no ponto (0,0,0), denominado origem.
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Exemplos:

x+y+z=3
1) Considere o sistema {2y +z=2
y+2z=2
1 11 3 1 1 1 3
Matriz ampliada |0 2 1 2|, matriz escalonada [0 1 2 2| e matriz de coeficientes
01 2 2 0 0 -3 -2
1 1 1
0 1 2
0 0 —

Andlise, P, = P. =n=3: Sistema Possivel Determinado (SPD) .

x+y+z=3
Sistema equivalente { y+2z =2
—-3z=-2

2 .
Sendo z = 3’ fazendo-se as substituigdes: y =
A solugdo do sistema ¢ S = {G,%,% ).

2 2

Geometricamente, o sistema representa trés planos distintos que se interceptam no ponto @,3,3 .
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xX+y+z=3
2) Dado o sistema { y +2z=2

x—z=1
1 1 1 3 1 1 1 3
Matriz ampliada |0 1 2 2|, matriz escalonada |0 1 2 2| e matriz de coeficientes
I 0 -1 1 0 000

=Rl
O = =
S o=

Andlise, P, = P. =2 <n=3: Sistema Possivel Indeterminado (SPI).

xX+y+z=3
Sistema equivalente { y+2z =2
0z=0

Pela terceira equacdo, a variavel z esta livre, assim a variavel y fica em fungdo de z, isto é&,

y=2-2z. A variavel x também fica amarrada a varidvel z, apos as substitui¢des, tem-se que
x =1+ z . Esta sistema possui grau de liberdade 1.

A solugdo do sistema ¢ S ={(1+2z,2—-2z,2z),ze R}.

Geometricamente, o sistema representa trés planos distintos que se interceptam em uma reta.
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x+2y+z=3

3) Sejao sistema  —x—2y—z=-3

2x+4y+2z=6

12 13 121 3
Matriz ampliada | -1 -2 -1 -3 |, matriz escalonada LO 0 0 O e matriz de coeficientes

2 4 2 6 000 0,

S O =
S O N
S O =

Andlise, P, = P. =1<n =3: Sistema Possivel Indeterminado (SPI).

x+2y+z=3
Sistema equivalente{0y =0
0z=0

As variaveis y e z estdo livres, o grau de liberdade do sistema ¢ igual a 2, e a varidvel x estd
amarrada pela relacdo x=3-2y —z.

A solugdo do sistema ¢ S={(3-2y—2z,y,2),y,z€ R}.

Geometricamente, os trés planos sdo coincidentes e, consequentemente, qualquer ponto deste plano
¢ solucao para o sistema.
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x—4y—-3z=2
4) Seja o sistema {3x—12y—-9z=6

x+y+z=1
1 -4 -3 2 I -4 -3 2
Matriz ampliada |3 —-12 -9 6|, matriz escalonada [0 1 % —1| ¢ matriz de
1 1 I 1 0o 0 0 O
1 -4 -3
coeficientes |0 1 2|
0 0 O

Andlise, P, = P. =2 <n=3: Sistema Possivel Indeterminado (SPI).

x—4y-3z=2
. . 4 1
Sistema equivalente < y + 3 z=——

5
0z=0

A variavel z estd livre, o grau de liberdade ¢ 1. As variaveis x e y estdo ligadas a variavel z, e irdo
—-1-4z 6—z
e x= .

assumir valores de acordo as relagdes y = s s

A solugdo é S = {(6%, 4z ) ze R

5 b

Geometricamente, o sistema representa dois planos coincidentes que interceptam um terceiro. A
intersecdo ¢ uma reta.
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x+y+z=-10
5) Seja o sistema <2x + y +z =-20

y+z=-40
1 11 -10 1 1 1 =10
Matriz ampliada |2 1 1 —20 |, matriz escalonada |0 1 1 —40| e matriz de coeficientes
0 1 1 —40 0 0 0 —40

o o =
O = =
O = =

Andlise, P, =3 # P. =2 Sistema Impossivel (SI).

x+y+z=-10
Sistema equivalente § y+z =—40
0z=-40

A terceira equacdo € equivalente a 0 =—40, o que ¢ impossivel. A solugdo ¢ S=0 .

Geometricamente, o sistema representa trés planos distintos que se interceptam dois a dois, isto &,
sem solucao comum.
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Xx+y+z=
6) Dado o sistema < x+ y+z =

x+y+z=30
1 11 10 1 1T 1 10
Matriz ampliada |1 1 1 20|, matriz escalonada |0 0 0 10
1 1 1 30 0 0 0 20

S O =
S O =
S O =

Andlise, P, =3 # P. =1: Sistema Impossivel (SI).

x+y+z=10
Sistema equivalente <0y =10
0z=20

As duas ultimas equagdes sdo impossiveis. A solugdo ¢ S=O .

Geometricamente, o sistema representa trés planos paralelos.

R
st
Bt ot
AT
YT s
%

¥
e s
R Ao
SR
s
TR

e matriz de coeficientes
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x+3y—-5z=-20
7) Dado o sistema: < 7x -2y +3z=2
2x+6y—10z=50

I3 =5 =20 1 3 -5 =20
Matriz ampliada |7 -2 3 2 |, matriz escalonada |0 —23 38 142 |e matriz de
2 6 —-10 50 0 0O 0 90
1 3 -5
coeficientes |0 —23 38 |.
0 0 0

Andlise, P, =3 # P. =2 Sistema Impossivel (SI).

x+3y—-5z=-20
Sistema equivalente {—23y + 38z =142
0z=90

A ultima equagdo nao possui solugdo. Assim, a solug¢do do sistema ¢ S = .

Geometricamente, o sistema representa dois planos paralelos interceptados por um terceiro.

3

e
s
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Ox+y—-5z=16
8) Seja o sistema < 18x+2y —10z=32

-9x—y+5z=4
9 1 =516 9 1 -5 16
Matriz ampliada 18 2 —10 32|, matriz escalonada |0 0 0 20| e matriz de
-9 -1 5 4 00 0 o0
9 1 -5
coeficientes |0 0 0O
0 0 O

Andlise, P, =2 # P. =1: Sistema Impossivel (SI).

9x+y-5=16
Sistema equivalente {0y =20
0z=0

A segunda equacao ndo possui solugdo. A solugdoé S=O.

Geometricamente, o sistema representa dois planos coincidentes paralelos a um terceiro.
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Sistema Homogéneo
E um sistema de equagdes lineares onde todos os termos independentes sio iguais a zero.
a,-x +a, -x,+.+a,-x,=0

n

Ay "X, tay X, +..+a,, x, =0

n

a,-x+a, x,+.+a, -x =0

n

A matriz de Termos Independentes B ¢ a matriz nula, assim um sistema homogéneo ¢ sempre possivel,
ja que admite a solucao trivial, isto ¢, S ={(0,0,...,0)}.

No entanto, um sistema possivel pode ainda ser classificado como determinado ou indeterminado. Se o
sistema ¢ possivel e determinado, a tnica solugdo ¢ a trivial. Se o sistema ¢ possivel e indeterminado,
outras solugdes, além da trivial, existem.

Exemplos:
x+y—z=0
1) Seja o sistema <2x—y+z=0
x+2y—z=0
1 1 -1 0 1 1 =10
Matriz ampliada |2 -1 1 0|, matriz escalonada |0 1 0 0 | e matriz de coeficientes
1 2 -1 0 0 0 30
I 1 -1
0 1 0]
0 0 3
Andlise, P, = P. =n=3: Sistema Possivel Determinado (SPD).
x+y—z=0
Sistema equivalente { y =0
3z=0

Este sistema s6 admite solucao trivial. Assim, S ={(0,0,0)}.

x+y+z=0

2x—-y—-2z=0
x—2y-3z=0
6x—-3y—-6z=0
1 1 1
2 -1 -2
1 -2 -3
6 -3 -6

2) Seja o sistema

Wls =

Matriz ampliada e matriz de coeficientes

0

0 .

ol matriz escalonada
0

S O O =
S O = =
o O

S O O O

oS o =

1
1
0

O O Wk =

0 0
Andlise, P, = P. =2 <n=3: Sistema Possivel Indeterminado (SPI).
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x+y+z=0
. . 4
Sistema equivalente < y + Ez =0
0z=0

A variavel z estd livre e as variaveis x e y estdo amarradas.
A solugdo do sistema ¢ S = {% z,—%z,z)ze R].

Resolugdo de Sistemas utilizando Inversao de Matrizes

O sistema de equacdes lineares com m equagdes e n incognitas, com m =n , pode ser representado pela
equacdo matricial C- X = B, sendo C uma matriz quadrada de ordem n.

Se a matriz C for invertivel, isto ¢, existir a matriz inversa C™', significa que o sistema ¢é possivel e
determinado.

C-X=B

c'-(C-X)=C"-B

(C"-C)-Xx=C"-B
I, -X=C"'-B
X=C"-B

X
Como X é uma matriz de ordem nx1, X =| ° |=C™"-B

'xn
x+y+z=1
Exemplo: Seja o sistema <2x—y+3z=0
-x+y—=5z=2
1 1 1
A equacdo matricial C- X =B ¢é:| 2 -1 3.

-1 I -5

A matriz inversa da matriz C é C™' =

(=}

- 3k -

| |

U= »no nlw

| |

5"" Sl_ v
~— N e x

X

[~ -

Assim, | y |=] 5

(=}

S R
Il

[ Sl v

—

z

U= »n wnlw

= = —

10
A solugdo do sistema ¢ S ={(1,3,—1)}.

XN

(=]
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Exercicios

Utilizando o M¢étodo de Eliminacao Gaussiana:

x—=2y+4z=2
1) Resolva o sistema {2x -3y +5z=3.
3x—4y+6z=7
x—=2y—-3z=2
2) Indique a solucao do sistema <4x —y —4z=1 , o posto da matriz ampliada e o posto da matriz de
2x+3y—2z=5

coeficientes.

3) Um fabricante de objetos de ceramica produz jarras e pratos decorativos. Cada jarra exige 16
minutos de modelagem, 8 minutos de polimento e 30 minutos de pintura. Cada prato decorativo
necessita de 12 minutos de modelagem, 6 de polimento e¢ 15 de pintura. Sabendo-se que sao
reservadas por semana 8 horas para modelagem, 4 horas para polimento e 13 horas para pintura,
encontre a quantidade de cada tipo de objeto que devera ser fabricada por semana, considerando-se
a melhor utilizagdo do tempo disponivel para cada etapa.

Jarras Pratos Decorativos Minutos Por Semana
Modelagem 16 12 8.60
Polimento 8 6 4.60
Pintura 30 15 13.60

Considerando-se x como sendo a quantidade de jarras a serem produzidas por semana e y a
quantidade de pratos decorativos, escreva o sistema de equacoes lineares que representa o problema

e resolva-o.

x+y—z=1

4) Determine os valores de @ de modo que o sistema <2x + 3y + az =3 seja:

a) SPD
b) SPI
c) SI

x+ay+3z=2

x+2y+2z=a

6) Calcule os valores para a € b de modo que o sistema {3x+ 6y —4z =4 seja SPI e resolva-o para

estes valores.

x+by—-6z=1

7) Estabeleca a condicdo que deve ser satisfeita pelos termos independentes para que o sistema

2x+4y+2z=a

3x+6y+3z=5b sejapossivel.

-3x-4y-z=c
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x+8y—-2z=a
7) Escreva a condicao para que o sistema {5x +4y —2z=>5b tenha solucao.
Tx—16y+2z=c

x+y+z=0
8) Indique o conjunto solu¢do do sistema homogéneo ¢ x+2y+3z=0 .

-3x+y—-z=0

xX—y+z+t=0
) ) N ) x+y—z+t=0
9) Determine o conjunto solucao S do sistema
-x+y—-z—-1t=0

2x—y—z+4+3t=0

10) Escreva um sistema homogéneo com quatro incégnitas, x, y, z € ¢, quatro equacdes e grau de
liberdade igual a dois. Resolva-o.

x+2y—-2z=1
11) Considere o sistema <2x + 5y —4z =2 . Escreva na forma matricial e calcule a matriz X utilizando
3x+7y—-5z=3

a inversdo de matrizes.

Respostas
1) Sistema Impossivel 6) 2b—3a =0 e cqualquer
2) S={(-1.2.-2)} 7)3a-2b+c=0
3) x=18,y=16 8) S=1{(0,0,0)}
4) a)a#2ea+-3 9) $={(-2z,z,z,2z),ze R} ou
b) a=2 S={11,4,t)re R}
c) a=-3
3 -4 2 1
5)a=%5 e b=2 1 c'=-2 1 0|leX=|0
-1 -1 1 0

40



ESPACO VETORIAL REAL DE DIMENSAO FINITA

Definicdo
Sejam um conjunto ndo vazio V, o conjunto dos nimeros reais R e duas operagdes binarias, adigdo e

multiplicagdo por escalar.
+: VXV =SV RXV =SV

(v,u) > v+u (k,vy> kv

V¢ um Espaco Vetorial sobre R, ou Espago Vetorial Real ou um R-espago vetorial, com estas
operagoes se as propriedades abaixo, chamadas axiomas do espago vetorial, forem satisfeitas:

EV1. (Associativa) Para quaisquer v,u,weV, (v+u)+w=v+(u+w).

EV2. (Comutativa) Para todo v,ueV, v+u=u+v.

EV3. (Elemento Neutro) Existe ee V' tal que paratodo veV , e+ v=v+e=v.
Notagao: e=0,

EV4. (Elemento Simétrico) Para todo ve V', existe v'e V' tal que v+v'=v'+v=0,,.
Notagdo: v'=—v
Assim, v+ (—u)=v—u

EVS5. Para quaisquer k,,k, € Reparatodo veV , k, -(k, -v)=(kk,)-v.

EV6. Para quaisquer k,,k, € Reparatodo veV , (k, +k,)-v=(k, -v)+(k, V).

EV7.Paratodo ke Re para quaisquer v,ueV, k-(v+u)=(k-v)+(k-u).

EV8. Paratodo veV ,1-v=v.

Os elementos de um espago vetorial s3o denominados vetores € os nimeros reais de escalares.

Exemplos :
1) R’ com as operacoes:
(x,y)+(z,t)=(x+z,y+1)
k- (x,y)=(kx,ky)
E um espaco vetorial pois os oito axiomas acima sdo verificados, cabe lembrar que o elemento
neutro da adig¢do 0, ¢ o par ordenado (0,0).

2) R" com as operagdes:
(%15 X5 5000 X, )+ (V15 V2505 ¥, ) = (0 + 915X + Vg0 X, +9,)
k-(x,xy,x,)=(kx,kx,,. kx,)

3) O conjunto das matrizes reais de ordem m X n, com as operagdes usuais € um espacgo vetorial, tal
que o elemento neutro da adi¢do ¢ a matriz nula.

4) O conjunto dos polindmios, com coeficientes reais, de grau menor ou igual a n, com as operagdes
abaixo:

p(x)+q(x)=(a, +b,)x" +...+(a, +b)x+(a, +b,)
k-p(x)=ka,x" +...+ ka,x +ka,
onde p(x)=a,x" +...+ax+a,e q(x)=bx" +..+bx+b,.

E um espago vetorial, onde o elemento neutro da adigdo 0, é o polinémio 0x” +...+0x+0.
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5) R” com as operagdes abaixo ndo ¢ um espaco vetorial.

(x,y)+(z,6)=(x+2z,0)
k- (x,y)=(kx,ky)

Nao possui elemento neutro, pois:

Seja 0, =(e,,e,) talque (x,y)+(e,e,)=(x,y).

Mas, (x,y)+(e;,e,)=(x+e¢,,0).

Assim, (x,y)=(x+e¢,,0).

Portanto, paratodo ye R,y =0.

Logo, ndo existe elemento neutro.

Subespaco Vetorial

Um subespaco vetorial de V¢ um subconjunto ndo vazio S C V' com as seguintes propriedades:

Subl. 0, € S.

Sub2. Fechamento de S em relagdo a operagdo de Adigao.
Se ue Seve Sentdo u+ve S.

Sub3. Fechamento de S em relagdo a operacao de Multiplicagdo por Escalar
Se ue Seke Rentdo k-ue §.

Notagdo: S<V .

Exemplos:

1) S={(x,0,0),xe R} éum subespago vetorial do R® com as operacdes de adi¢do e multiplicagio por
escalar usuais.
Um vetor u pertence ao subespaco S quando possui a2’ e 3 coordenadas iguais a zero.
Verificando as propriedades de subespaco.

1.0, eS8?Sim, (0,0,0)e S.

2.Se ue Seve Sentdo u+ve S?
Sejam u=(x,,0,0)e Sev=(x,,0,0)e S.
Entdo u +v=(x, +x,,0,0)e §.
Logo, S ¢ fechado sob a operagao de adi¢gdo de vetores.

3.Se ue Seke Rentdo k-ue S?
Seja u=(x,,0,0)e §S.
Entdo k-u=(kx,,0,0)e S.
Logo, S ¢ fechado sob a operagao de multiplicagdo por escalar.
O subespaco S poderia ser descrito ainda por {(x,y,z)e R*|y=0ez=0}.

2) O conjunto S ={(x,y,z)e R*|x=0e y >z} nio é um subespaco vetorial do R® com as operacdes
usuais.

1.0, € §? Sim, (0,0,0) satisfaz as condigdes x=0e y >z.

2.Se ue Seve Sentdo u+ve §?
Sejam u=(0,y,z)e Sev=(0,t,r)e S,com y=>zet=>r.
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Entdo u+v=(0,y+¢t,z+r)e S,comy+t=>z+r.

3.Se ue Seke Rentdo k-ue S?
Nao. (Contra-exemplo)
Sejam (0,4,—1)e Se—2€R.
(-2)-(0,4,-1)=(0,-8,2)g S, pois —8<2.

3) S={(x,y,z)e R*|x=y+1} ndo é um subespaco do R, pois (0,0,0)¢ S .

O fato do vetor 0, pertencer ao conjunto S ndo implica que este seja um subespaco.
Todo espago vetorial V' admite pelo menos dois subespagos: o proprio espaco V' e o conjunto {0, },

chamado subespago nulo. Estes dois subespagos sdo denominados subespacos triviais de V' e os
demais subespacos proprios de V.

Combinac¢ao Linear
Sejam os vetores v,,v,,...,v, € V. Um vetor we ' estd escrito como combinag¢do linear dos vetores

Vi,V,,...,v, quando existem k,,k,,....k, € R taisque w=k, -v, +k, -v, +...+k, v, .

Exemplos:
1)O wvetor (-1,-1) ¢é wuma combinagdo linear dos vetores (1,2) e (3,5), pois:
(_13_1) =2 (1’2) + (_1) : (3>5)

2) O vetor (1,2,3)ndo pode ser escrito como combinagdo linear dos vetores (1,0,0) ¢ (0,0,1), pois:
k, -(1,0,0) + &, - (0,0,1) =(1,2,3) (*)
(k,,0,0) +(0,0,k,)=(1,2,3)
(k,,0,k,)=(1,2,3)

k, =1
Assim, <0=2
k,=3

O sistema ¢ impossivel.
Logo ndo existem valores reais para k, € k, que satisfacam a igualdade (*).

3) Determinando a “lei” que define (todos) os vetores que podem ser escritos como combinagdo linear
de (1,0,0)e(0,0,1).
k, -(1,0,0) + &, - (0,0,1) = (x,y,2)
(k,,0,0) +(0,0,k,)=(x,,2)
(ky,0,ky) = (x,,2)

k,=x
Assim, 0=y
k,=z

O sistema ¢ possivel quando y =0 e para quaisquer x,z€ R.

Assim, {(x,y,z)e R’ |y =0} é o conjunto de todos os vetores escritos como combinacdo linear de
(1,0,0)e (0,0,1).
Geometricamente, trata-se do plano XZ.
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Subespacgo Vetorial Gerado e Conjunto Gerador
Sejam os vetores v,,v,,..,v, €V e [v,,v,,...,v,] 0 conjunto de todas as combinagdes lineares destes

vetores. O conjunto [v,,v,,...,v,] € um subespago vetorial de V, denominado subespaco vetorial

gerado pelos vetores v,,Vv,,...,V, .
O conjunto {v,,v,,...,v,} € o conjunto gerador do subespaco [v,,v,,...,v,].

Exemplos:
1) O vetor (1,2)e R? gera o conjunto [(1,2)] = {(x,2x),xe R}.
k-(1,2)=(x,y)

(k.2k)=(x,y)
) k=x
Assim,
{Zk:y.°.y:2x

O conjunto de todas as combinagdes lineares do vetor (1,2) € o conjunto de todos os seus multiplos

escalares.
Geometricamente, [(1,2)] ¢ uma reta definida pela equagdo y —2x=0.

2) [(1,1,0),(1,2,)] = {(x,y,2)e R* | x =y + 2= 0} .
ki -(LL0) +k, - (L,2,1) = (x, y,2)
(klakl 90) + (k2’2k2>k2) = (xayaz)
(ky +kyo ke, + 2k, k) =(x,9,2)

k,+k,=x
Assim, Sk, +2k, =y
k,=z
1 1 x 1 1 X
Matriz ampliada | 1 2 y |e matriz escalonada | 0 1 y—X
01 z 0 0 z—y+x

Para se determinar os vetores que sdo combinagdes lineares de (1,1,0)e (1,2,1) ¢ necessario que o
sistema seja possivel, isto €, x —y +z=0.

Logo, [(1,1,0),(1,2,D)]={(x,y,2)e R* |[x =y +z=0}={(y —z,¥,2), y,z€ R}.

Geometricamente, [(1,1,0),(1,2,1)]é um plano no R*® com equagdo x—y+2z=0.

3) [(1,3),(4,2)]=R*.
ki -(L3) +k, - (42)=(x,y)
(k, + 4k, 3k, +2k,)=(x,)
k, +4k, =x

Assim,
{3/{1 +2k, =y

1 4 x L4  x
Matriz ampliada e matriz escalonada 3x—y |
32y LT

Como o sistema ¢ possivel e determinado, nenhuma condigao deve ser satisfeita.
Logo, [(1,3),(4,2)]=R".
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4) Encontre a equagdo do espago gerado pelos vetores (1,1,2),(-2,0,1) e (—=1,1,3).
O espago gerado ¢ o conjunto de vetores v=(x,y,z)e R® que possam ser escritos como
combinagdo linear dos vetores dados, isto €, k, - (1,1,2) + &, - (=2,0,1) + k; - (=1,1,3) =(x, y,2).
k, =2k, —k,=x
Assim, sk, +0k, +k, =y
2k, + 2k, + 3k, =z

1 -2 -1 x I -2 -1 x
Matriz ampliada | 1 0 1 y |ematrizescalonada |0 1 1 4 ; al
2 1 3 =z _
o 0o o 5 )2/ +2z

Para que o sistema seja possivel € necessario que x—5y+2z=0.

Assim, com esta condicdo satisfeita, obtém-se vetores (x, y,z)e R* que sdo combinagio linear dos
vetores dados.

Portanto, o espaco gerado é {(x,y,z)e R®|x—5y+2z=0}, que geometricamente representa um
plano em R®.

Vetores Linearmente Independentes e Linearmente Dependentes
Um conjunto de vetores {v,,v,,..,v,}cV ¢ linearmente independente (LI) quando

k,-v,+k, v, +..+k,-v,=0, seesomentese k, =k, =..=k, =0.

Se existir pelo menos um k; # 0, com i=1,...,n, entdo o conjunto ¢ linearmente dependente (LD).

Exemplos:
1) {(1,3),(4,2)} éLlI, pois:
k, - (1,3) + k, - (4,2) =(0,0)
(k, + 4k, 3k, +2k,)=(0,0)
k,+4k, =0

Assim,
{3]{1 +2k, =0

. ) 1 40 . 1 40
Matriz ampliada ¢ matriz escalonada .
320 010

O sistema ¢ possivel e determinado com &, =k, =0.

Assim, o conjunto ¢ LI. Um dos vetores nao ¢ multiplo escalar do outro.
Foi visto que o espago gerado por {(1,3), (4,2)} ¢ R% ouseja [(1,3), (4,2)] =R*.

2) {(1,3),(2,6)} ¢ LD, pois:
k,-(L3)+k, -(2,6)=(0,0)
(k, +2k, 3k, +6k,)=(0,0)

k,+2k,=0

Assim,
{3]{1 + 6k, =0

Vatrin amofiada |1 2 ° = tomagaf L 20
atriz ampliada 36 0 € matriz escalonada 00 0 .
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O sistema ¢ possivel e indeterminado, com k, =-2k, . Entdo, o conjunto ¢ LD, pois (2,6) =2 -(1,3).
Os vetores (1,3) e (2,6) pertencem a uma mesma reta. O espago gerado pelo conjunto {(1,3), (2,6)}
¢ {(x,»)e R*|y=3x}, isto & [(13),(2,6)]={(x,y)e R* | y=3x}.

3) {(2,0,5),(1,2,3),(3,2,8)} ¢ LD, pois: k&, -(2,0,5) +k, - (1,2,3) + k; - (3,2,8) = (0,0,0)
2k, +k, +3k; =0
Assim, {2k, +2k; =0
Sk, +3k, +8k, =0

1 3
21 30 1 5 3
Matriz ampliada |0 2 2 0| ematrizescalonada |0 1 1 O0].
53 80 0 0 0O

Como o sistema ¢ possivel e indeterminado, o conjunto ¢ LD.

Base e Dimensao de um Espaco Vetorial

Seja um conjunto finito B c V. Diz-se que B ¢ uma base do espaco vetorial /' quando B ¢ um conjunto
linearmente independente e gera V, isto &, [B]=V.

O numero de elementos (cardinalidade) de uma base B do espago vetorial /' ¢ denominado dimensao

do espago vetorial V.
Se a dimensao de V ¢ igual a n, diz-se que V' é um espago vetorial finito n-dimensional. Em particular,
a dimensao do espago nulo {0y} ¢ zero. Nao ha base para o espaco nulo.

Notagdo: dimV

Exemplos:

1) Os conjuntos {(1,0), (0,1)} e {(1,3), (4,2)} sdo bases do R
O conjunto {(1,2), (3,5), (2,1)} ndo & base do R?, pois apesar de gerar R* , ndo ¢ LI
O conjunto {(1,2)} ¢ LI mas ndo gera o R?, portanto também ndo é uma base do R%.
Toda base de R* tem dois vetores de R* que geram R* e que sdo LI

Logo, dimR?* =2.

2) {(-1,0,1),(2,3,0),(1,2,3)} é uma base do R’.
O conjunto {(-1,0,1),(2,3,0)} ¢ LI mas ndo gera o R’. Logo, ndo & base do R®.
O conjunto {(-1,0,1),(2,3,0),(1,2,3),(0,2,4)} gera o R, mas ndo ¢ LI. Também ndo ¢ uma base do
R’.
Toda base de R® ¢ formada por trés vetores LI de R® .

Logo, dimR’ =3.

Um vetor qualquer (x, y,z)e R* pode ser escrito como (x, y,z) =x-(1,0,0) + y - (0,1,0) + z - (0,0,1)
Assim, {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} gera o R, isto &, [(1,0,0),(0,1,0),(0,0,)]=R".

Além disso, este conjunto ¢ LI.
Logo, {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} ¢ uma base do R?, denominada a base canénica do R’.
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Espacgo Vetorial Base Canénica Dimensdo

R {1} 1

R’ {(1,0),(0,1)} 2
R* {(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)} 4
Mat,, (R) 1 0Y(0 0Y(0 1)(0 0 4
0 OJ{1 O0J{O OO0 1
Polindmios com coeficientes reais de grau menor {1,x x2} 3
ouigual a2 Y

Operagdes com Subespacgos Vetoriais
1. Intersecao
Sejam S, e S, subespacos do espaco vetorial real V.

O conjunto intersegdo de S,eS,, S, NS, ={velV|ve S eveS,}, ¢ também um subespaco
vetorial de V.

(Subl) 0,5, NS, ?
0,eS,,poisS, V.
0,e85,,poisS, <V.
Assim, 0, € S5, NS,.
(Sub2) Se ve S, S, eue S, NS, entdo v+ue S, NS, ?
veS NS, ~.veS eves,
ueS;NS, ~.ueS eueld,
Entdo, v+ue S, e v+ues,.
Logo, v+ue S, nNS,.
(Sub3) Se ve S, S, e ke R entdo k-ve S NS, ?
ves§S NS, ~.ve§ eves,
Entdo, k-ve S, e k-ve §,.
Logo, k-ve §,NS,.

Exemplos:
1) Sejam S, = {(x,0,0),comxe R} e S, ={(x,y,z2)e R’ | y=x+z}.
S, NS, ={(x,y,2)e R’ |(x,y,2)e S, e(x,y,2)€ S, }.
y=0
Assim, <z=0
y=x+z
Logo, S, NS, ={(0,0,0)} .
Geometricamente, tem-se uma reta € um plano no R’ que se interceptam na origem.

2) Sejam S, ={(x,y,z)e R’ |y=3x} e S, ={(x,y,2)e R* [2x — y + 32 =0}.
S,NS, ={(x,y,2)e R’ |y=3x e 2x—y +3z=0}.
i -3x+y=0
Assim,
2x—y+3z=0

47



-3 1.0 0 1 -+ 00
%
2 -1 30 0 1 -9 0
Logo, S, NS, ={(32,9z,z),ze R}, ouseja, S, NS, ={z-(3,9,1),ze R}.

Geometricamente, a interse¢do ¢ representada por uma reta que passa pelos pontos (0,0,0) e
(3,9,1).

2. Soma
Sejam S, e S, subespacos do espaco vetorial real V.

O conjunto soma de S,eS,, S,+S,={velV|v=s +5,,coms, €S, es,eS,}, ¢ também um
subespaco vetorial de V.

Exemplos:
1) Sejam S, ={(x,0,0),xeR} ¢ S, ={(x,y,z2)e R* |y=x+2z}.
S, +8,={(x,y,2)e R* |(x,y,2) =5, +5,,coms, €S, es,€S,}.
Tem-se que, (x,0,0)e S, e (x,x+2z,z)€ S,, para quaisquer x,ze R.
Mas, x-(1,0,0)e S, e x-(L,1,0)+z-(0,L,1)e S,, para quaisquer x,ze R..
Assim, {(1,0,0)} € base do subespaco S, e {(1,1,0),(0,1,1)} ¢ uma base do subespago S, .
Entdo, (x,y,z)e S, +8§, quando (x,y,z)=k, -(1,0,0) + %, -(1,1,0) + &, - (0,1,1) .

k,+k,=x
Assim, sk, +k; =y
ky=z

Sistema possivel, logo S, +S, =R*.

2) Sejam S, ={(x,y,z,t)e R* |x—y—t=0'e S, ={(0,0,2,0),z€ R}.
S, +8, ={(x,y,z,6)e R* |(x,y,2,t) =5, +5,,coms, €S, es,€S,}.
Tem-se que, (y+1t,y,z,t)e S, e (0,0,z,0)e S, , para quaisquer y,z,re R.
Mas, y-(1,1,0,0) + z-(0,0,1,0) + - (1,0,0,) S, e z-(0,0,1,0) S,, para quaisquer y,z,7€ R.
(x,y,z,t)e S, +S, quando (x,y,z,t)=k, -(1,1,0,0) + £, -(0,0,1,0) + £, - (1,0,0,1) + &, - (0,0,1,0)

k, +k,=x
k. =
Assim,ly
k, +k,=z
k,=t
I 01 0 x 1 0 1 O X
1 0 0 0 y 01 0 1
%
0101 z 0 0 -1 0 y—x
0 01 0 ¢ 00 0 0 t+y—x

Para que o sistema seja possivel € necessario que 1+ y —x=0.
Entdo, S, +S, ={(x,y,z,t)e R* |t + y —x =0}.

Seja V' um espago vetorial n-dimensional. Se S, e S, sdo subespagos de V entdo:
dim(S, +S5,)=dimS, +dim S, —dim(S, N S,).
Este resultado ¢ conhecido como Teorema da Dimensao.
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3. Soma Direta
Sejam S, e S, subespacos do espaco vetorial real V.

A somade S, e§, ¢ denominada soma direta quando S, NS, ={0,}.
Notagao: §, @ S,

Coordenadas de um Vetor em relagao a uma Base Ordenada

Seja V' € um espacgo vetorial n-dimensional, qualquer conjunto LI com 7 vetores ¢ uma base de V.

Ao se escolher uma base para o espago vetorial V, esta-se adotando um sistema referencial no qual
pode-se expressar qualquer vetor de V.

Considere 4={v,,v,,...,v,} €V uma base, qualquer vetor ve V' pode ser expresso de maneira unica

como combinagao linear dos vetores da base A4,
v=k v, +k, v, +.+k, -v,

onde k,,k,,....k, € R sdo as coordenadas do vetor v em relacio a base ordenada A4.
kl

k
Notagdo: v, =(k,,k,,...k,) ena forma matricial [v], =|

Toda vez que a expressao “coordenadas em relagdo a uma base” € utilizada, uma base ordenada esta
sendo considerada.

Exemplos: O vetor v =(1,2) pode ser escrito:
1) Considerando a base candnica do R

(,2)=1-(1,0)+2-(0,1) ouseja [v]= [; ]

2) Considerando a base 4= {(1,1),(—1,0)}.
(L2)=k, - (L)) +k, - (=1,0)

k,—k, =1

k, +0k, =2

Logo, k, =2 e k, =1.

Portanto, (1,2)=2-(L,1)+1-(=1,0) e [v], =[T]

Assim, {
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Matriz de Transi¢do de uma Base para uma outra Base

Que relagdo existe entre as coordenadas de um vetor no antigo referencial ¢ em um novo referencial?
Uma matriz permitird a relagdo entre estes referenciais, as bases do espaco vetorial. Esta matriz ¢
denominada matriz de transi¢cao ou matriz mudanca de base.

O desenvolvimento a seguir considera duas bases do R no entanto o mesmo raciocinio pode ser
utilizado para qualquer espacgo vetorial /' n-dimensional.

Sejam A={u,,u,} e B={w,,w,}bases do R%.

Para qualquer ve R?, tem-se:

isto &, [v] [a]
vl =1
b

Como u, eu, sio vetores do R%, podem ser escritos como combinagio linear dos vetores da base B.

{“1 =a, W tay - w,

Uy =AW +dy W,

v=a-u, +b-u, (1)

2)

Substituindo (2) em (1):
v=a-(a, -w +a, w)+tb-(a, w +a,  -w,)
v=(a-a, +b-a,) w +(@-a, +b-ay,) w,

Portanto, a-a,, +b-a,, € a-a,, +b-a,, sdo as coordenadas de v em relacdo a base B.

. a-a, +b-a,
Assim, [v], = .

a-a, +b-a,,

. | dn 9p a
Podendo ser rescrito como, [v], = :

ay Ay
ap

ay dy

a
A matriz ( ! ] acima é denotada por [/]; sendo denominada a matriz de transi¢do da base 4

para a base B.
As colunas da matriz [/]j sdo as coordenadas dos vetores da base 4 em relagio a base B.

Obtém-se a equagio matricial, [v], =[/]4 - [v],.

Analogamente, [v], =[/]’ -[v], para mudanga da base B para a base 4.
Observe que, [v], =[11; -[v],.

Como, [v], =[115 - [v],.

Tem-se que, [v], =[/1; -[/]5 - [v],.

Como, [v], =1, -[v];.

Entdo, I, =[1]3 -[1]%.

Logo, [11; =(L/1)™.
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Exercicios
1) Verifique se R* é um espaco vetorial, para as operacdes definidas abaixo.
(an’) + (Zat) :(x_Zay _t)

Yk (ry) = (chehy)
b (x,y)+(z,t)=(x+z,y+1)
) k- (x,y)=(kx,0)
(x,y)+(z,t)=(x+2z,y+1)
Dk (r) = ke 2ky)
n (x,) +(z,1) =(0,0)
k- (x,y)=(kx,ky)
0 (x,y) +(z,1) = (xz, yt)
k- (x,y)=(kx,ky)

N (x, ) +(z,t)=(x+z+Ly+1t+1)
k-(x,y)=(kx,ky)
(x,y)+(z,t)=(x+z,y+1)

g)

k- (x,y) = (kx, y)

2) Considere o conjunto Fun(R) de todas as funcgdes f:R — R . Definem-se duas operacdes

binarias +: Fun(R) X Fun(R) = Fun(R) tal que (f+g2)x)=f(x)+g(x)
-t RXFun(R) = Fun(R) talque (k- f)(x)=k- f(x).
Estas operagdes definem um espago vetorial?

3) Verifique se os seguintes subconjuntos sio subespacos de R>.
a) S={(x,y,z)eR’|z=3}
b) S={(x,y,2)e R*|x* =y}
) S={(x,y,2)e R* [x=2y}
d) S={(x,y,2)e R’ | x>0}
e) S={(x,y,2)eR’|y=x+2z
f) §={(0,y,y),ye R}

X—y+z=2
4) Verifique se o conjunto solucdo do sistema <2x+4y —z=0 éum subespaco vetorial de R’.

x=2y—-z=1
5) Escreva u=(1,-2) como combinagdo linear de (1,2) e (0,3).
6) O vetor v=(-2,1,0) pode ser escrito como combinagao linear dos vetores (1,2,0) e (0,1,0)?

7) Escreva p(x)=x+ x —1 como combinacdo linear de g(x)=x> —2x e r(x)=2x" — g
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8) O conjunto {(~1,2),(0,1),(3,1)} gera o R*?
9) Determine a equacao do plano gerado pelos vetores (—1,2,0),(0,1,2) e (-2,5,2).

10) Verifique se os conjuntos abaixo sao LI ou LD.
a) {(1,0,0),(1,3,5),(3,2,5)}
b) {(1,2,-1),(0,0,1),(1,-2,3),(3,0,1)}
¢) {(1,2),(3,5),(2,1)}
d) {(1,0,2),(0,-1,3),(0,0,2)}
e) {(1,0,0,0),(1,1,0,0),(1,1,1,0),(1,1,L,1)}

11) Mostre que se {u,v,w}cV ¢ Llentdo {u+v,u+w,v+w} também ¢ um conjunto LI.

12) Complete com V(erdadeiro) ou F(also).

( ) [(1,2,0),(2,4,0) ] ¢ um plano no R® que passa pela origem.

( ) [(1,2,0),(2,3,0) ] ¢ um plano no R® que passa pela origem.

() {v,vy,,v, <V € LD quando pelo menos um destes vetores ¢ combinagdo linear dos demais.

() {(-123),(0.L2).(-LLD)} gerao R

() O conjunto {(1,2,3),(0,0,0),(2,3,5)} ¢ LI

() Se {v,,v,,....,v,} =V €Ll entao qualquer um dos seus subconjuntos também ¢ LI.

() Se todo subconjunto proprio de {v,,v,,...,.v, } <V €éLI entdo {v,,v,,..,v, }€éLL

() [(1,2)] possui somente duas bases {(1,2)} e {(2,4)}.

( ) {(1,0,4),(7,8,0)} ¢ base de [(1,0,4),(7,8,0)].

() Todo conjunto LI de vetores ¢ uma base de seu subespaco gerado.

( ) {(3,5),(0,0)} & base do R%.
( ){(2.3).(4,5),(7.9)} gera o R entdo {(2,3).(4.5)}, {(2.3).(7.9)} ¢ {(4,5).(7.9)} sdo bases do R”.
( )Se [v,,v,,v;,v,]=R?> entdo quaisquer trés vetores deste conjunto formam uma base do R’
(
(
(
(
(
(

) Um conjunto com trés vetores do R? ¢ base do R’.

) Um conjunto com mais do que trés vetores do R® ndo serd uma base do R’.

) {(1,2,3),(2,~1,3)} é base do R

) Qualquer base de um espago vetorial tem sempre o mesmo numero de elementos.
) {(2,3),(x, y)} é base do R* quando (x, y)¢ [(2,3)].

) Sejam V um espaco vetorial n-dimensional e o conjunto {v,,v,,...,v, ,} <V LI

Entdo {v,,v,,...,v, ,,v} ¢€base de V' qualquer que seja o vetor ve V.

n—-1°
) Se dimV =n entdo qualquer conjunto LI com » vetores ¢ uma base de V.
) {(0,1,2),(1,0,1)} gera R*.

) Todo conjunto gerador de um espago vetorial V' ¢ uma base para V.

) Se S =[(1,0,-1),(2,1,3),(1,1,4)] entdo dim S =3.

NN SN AN

13)Para que valores de k os vetores (1,2,0,k),(0,-1,%,1),(0,2,1,0)e(1,0,2,3k) geram um espago
tridimensional ?

14) Determine uma base e a dimens3o dos seguintes subespacos de R®.
a) {(x,y,2)eR* |[x=2yez=1y}
b) {(x,y,2)e R’ |x+2y—z=0}
¢) {(x,y,2)eR*|y=0ex+2z=0}
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x+2y—-2z—t=0
15) Encontre uma base ¢ a dimensdo para o conjunto solucao do sistema § 2x+4y+z+¢=0 .
X+2y+3z+2t=0

16) Mostre que a soma de subespacos ¢ também um subespago.

17) Determine o subespaco intersecdo € o subespago soma para os casos abaixo, indicando quando a
soma ¢ direta.

a) S, ={(x,y,2)e R? |x=2y+z=0}e S, ={(x,y,2)e R? |x+3y=0}
b) S, ={(x,y,2)eR* |x=y} e S, ={(x,y,2)e R’ |x+ y+2=0}

19) Sejam S, = {(x,y,z)e R* |y =0} e S, =[(~1,2,0),(3,11)]. Determine S, NS, e S, +S,, indicando
uma base e a dimensdo em cada um dos casos.

20)Seja v=(1,2,3) eabase 4={(1,0,3),(-1,7,5),(2,-1,6)} . Indique [v],.

21)Considere 4 ={(L1,1),(0,2,3),(0,2,~1)} uma base para o R’. Encontre as coordenadas de
v =(3,5,-2) em relagdo a esta base.

22)Seja A=1{(-11,1),(0,2,3),(0,0,-1)} e (v) , =(-2,0,3). Determine v.

1
23)Sendo A4 ={(-3,~1),(2,0)} uma base parao R? ¢ v], = [Sj Encontre:

a) As coordenadas de v na base candnica.
b) As coordenadas de v na base B ={(2,1),(1,5)}.

1 2
24)Encontre as coordenadas do vetor v:[o 3]6 Mat, ,(R) em relacio a Dbase

3 S A P

25)Dadas as bases do R?, 4={(~1,0,2),(0,1,0),(0,0,2)} e B={(0,0,1),(0,-2.1),(1,0,~1)}.
a) Determine [/];.
-1
b) Considere [v], =| 2 |. Calcule [v],.
3

26) Considere as bases 4 = {(-3,0,3),(-3,2,-1),(1,6,-1)} e B={(—-6,-6,0),(-2,-6,4),(—2,-3,7)}.
a) Achar a matriz mudanga de base de B para 4.
b) Dado v =(-5,8,-5), calcule [v],.

1
27)Seja [I]4 = (0 ~ 3] e B=1{(1,-2),(2,0)}. Determine a base A.
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1 2
28) Seja [ 0 3)21 matriz mudanca de base de B para A. Determinar a base A, sabendo que

B={(1,-1),(0,1)}.

-1
29)Sabendo que A={u,,u,}e B={w,,w,} sdo bases do R? tais que: [v], :[ 0), W, =u,—u, €
w, =2-u, —3-u,, determine [v],.

30) Considere A4 ={(1,1,1),(0,2,3),(0,2,-1)} e B={(1,1,0),(1,-1,0),(0,0,1)}. Determine as matrizes
mudanca de base.

Respostas
1) Nenhum ¢ espaco vetorial. 5
3) a)b)d) Ndo _
¢)e)f) Sim 200 vly=| 0
4) Nao -2
5) (1,-2)=1-(1,2) +(-3) - (0,3) 21) (v), =(G3-12)
6) Sim, k, =-2ek, =5
7) p(x)=(=1)¢(0)+ 5 r(x) 22) v=(225) \
— 7
9) dx+2y—z=0 23)a) [vl=| | b, =
10) a)d)e) LI -1 -1
b)c) LD
1
12) F,V,V,F,F,V.F.F,V,V,
F3V7F5F7V5F7V:V’F7V9 24) [V]B =
F,FF -1
-
13) k=louk=-3 1 12 6
14) a) base : {(2,1,1)}edim=1 25)a) [I]4=| O -1 0|b) [v], =] -1
b) base : {(-2,1,0),(1,0,1)} edim =2 -1 0 0 1
c) base : {(1,0,1}edim=1
15) base : {(_2’1a070)> _%9()’_%91)} 0 % % _%
dim =2 200)[{1;=| 3 -3 -3 [DDL=| 3
_3 -5 _1 1
2 6 12 2
18)a) S, NS, ={(-3»,»,5y),ye R} 27) A={(1,-2),(-8,4)}
S, +8,=R? 28) A={(1,-1),(=3.D}
b) S, NS, ={(y,y,-2y),ye R -3
NS, {(f y:=2y),y€ R} 29) [v], =
S, +S,=R 1
Nenhum ¢ soma direta.
19) $, NS, ={(z,0,z),ze R} 11 1 1 1 0
base :{(7,0,2)} edim =1 30) [/];=|0 -1 —1|e[I]%=|-1+ -1 1L
S, +S,=R’ 1 3 -1 SR R

base : {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} e dim =3
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Apéndice B — Teoremas

Teol. O elemento neutro € Unico.
Demonstracao por Redugdo ao Absurdo (RAA)

Supondo que o elemento neutro ndo ¢ tUnico, isto &, existem 0,,0, €V, 0, #0, ambos
elementos neutros.

0,+0,=0, por EV3, 0, é elemento neutro a direita.

0,+0,=0, por EV3, 0, é elemento neutro a esquerda.

Entdo, 0, =0, . Contradigdo.

Logo, sO existe um elemento neutro para a operagao de adigao em V.

Teo2. (Lei do Corte ou Lei do Cancelamento)
Para quaisquer v,u,weV ,se v+u=v+w entdo u=w.

dem.: Por hipotese, v+u=v+w.
Pelo axioma EV4, (—v)+(v+u)=(—v)+(v+w).
Por EV1, (-v)+v)+u=((-v)+v)+w.
PorEV4,0, +u=0, +w.
Por EV3, u=w.

Teo3. O elemento simétrico € tnico.

Teo4. Para quaisquer v,ueV ,se v+u=v entdo u=0,.

dem.: Por hipotese, v+u=v.
Pelo axioma EV3, v+0, =v.

Assim, v+u=v+0,.
Pela Lei do Corte, u =0, .

Teo5. Para quaisquer v,ueV ,se v+u=0, entdo u=—v.

Teo6. Para todo veV , 0-v=0,.
dem.: Considere o vetor v+0-vel .

v+0-v= por EV&.
I-v+0-v= por EV6.
(I+0)-v= 0 ¢ o elemento neutro da adigao em R.
1-v= por EVS8.
V= por EV3.
v+0,

Assim, v+0-v=v+0,.
Pela Lei do Corte, 0-v=0, .

Teo7. Paratodo ke R, k-0, =0,.
dem.: Considere o vetor k-0, +k-0, €V .

k-0,+k-0, = por EV6.
k-(0,+0,)= por EV3.
k-0, = por EV3.
k-0, +0,
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Assim, k-0, +k-0, =k-0, +0,.
Pela Lei do Corte, k-0, =0, .

Teo8. Paratodo ve V,v#0, eparatodo ke R,k#0, k-v+£0,.
dem.: (RAA) Supondo que v#0,, k20 e k-v=0,

V= por EV&.
por hipotese e pela existéncia de elemento inverso em R.

<
I

por EV5.

e e
x| =
=~
—_
<
1

~

bl
<

~
Il

por hipotese.

[—]
<
Il

pela TeoS5.

N— x|

=
<

Assim, v=0, . Contradigao.
Logo, k-v#0,.

Corolario8. Para todo ve V' e paratodo ke R,se k-v=0, entdo k=0 ou v=0,.

Teo9. Para todo ve V', (-1)-v=—v.
dem.: Considere o vetor v+ (—1)-ve V.

v+(-1)-v= por EV8.
I-v+(-1)-v=por EV6.
(I+(-1))-v= 0¢ o elemento neutro da adi¢cao em R.
0-v= por EV&.
0V

Assim, v+ (=1)-v=0,.
Entdo, v+ (-1)-v=v+(-v)
Pela Lei do Corte, (—1)-v=—v.

Teol0. Paratodo ve V' e paratodone N—{0}, n-v=v+v+..4+v (soma com n parcelas).

Demonstracao usando induc¢ao em #.
Base: Para k£ =1.
Por EVS, 1-v=v.
Passo: (Hipdtese de Indugdo) Supor que vale a igualdade para ke N,k>1, isto ¢,

k-v=v+v+..+v.
|\

k parcelas

Vale a igualdade para k +17?

(k+1)-v= por EV6.
k-v+l-v= por EV8&.
k-v+v= por hipotese de indugao.
vH+v+. +V)+yv= por EV1.
%,—J

k parcelas

v+v+..+v
|\ S
(k+1) parcelas
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Assim, (k+1)-v=v+v+..+v.
%/—/

(k+1) parcelas

Logo, vale a igualdade para todo ne N —{0}.
Teoll. Todo subespago vetorial € um espago vetorial.
Teol2. Se {v,,v,,...,v,} =V entdo [v,,v,,...,v,] € um subespacgo vetorial de V.

Teol3. Sejam {v,,v,,...,v,} V e veV . Se v ¢éuma combinagdo linear dos vetores v,,v,,...,v, entdo
[VisVysos V., V=V, Vv, ]

dem.: (©) [v,,Vy,eV,, VIS [V, V) ey, ] ?

v=k -v,+..+k, v, comk,.,k eR. (1)

Seja ue [v,,...,v,,v] qualquer.

Entdo u=/,-v,+..+1 -v, +[ -v com/,..,[ ,eR. (2)

Substituindo (1) em (2),

u=Il v, +..+1 v+, (kv +.+k v)= por EV7.
=l -v,+..+l v+, (k-v)+..+,, - (k -v))= por EV5e EV1
=l v+ +L v, +( k) v,+.+U k) v, = por EV2

=l v+ k) v, +..+ v, +(
=, +1 k) v, +..+( +I

k) v, = por EV6
k) v, = pelo fechamento da multiplicagao e

r+l

r+l r+l

da adicao em R.
=m,-v,+..+m, -v, com m,...m, , €R.
Assim, u=m, -v, +...+m,-v, com m,,...m,,, € R.
Logo, ue[v,,...,v,].

2) [vi»Vvyseev, 1SV, vy, v, , V] (eXercicio)

Teol4. Sejam {v,,v,,..,v.}cV e {u,,uy,...,u } V. [v,,V,,...,v,]=[u,,u,,...,u,] se e somente se
cada um dos vetores do conjunto {v,,v,,..,v,} € uma combinagdo linear dos vetores
u,,u,,..,u, e cada um dos vetores do conjunto {u,,u,,....,u,} € uma combinacio linear dos

vetores v,,Vv,,...,V, .
TeolS5. Seja ve V,v#0,, {v} € linearmente independente.

Teol6. Seja {v,,v,,...,v.} <V .Se v, =0, , para algum i=1,...,r entdo {v,v,,..,v,} € linearmente
dependente.
dem.: k, -v,+..+k, -0, +..+k -v, =0,
Para qualquer £, € R, k, -0, =0,.

Logo, o conjunto {v,,v,,....,v,} éLD.

Teol7. Seja {v,,v,,....,v.} <V . O conjunto {v,,v,,...,v,} € linearmente dependente se e somente se
pelo menos um destes vetores ¢ combinagao linear dos demais.

dem.: (=) Considere {v,,v,,...,v,} linearmente dependente.

ky-v,+k, v,+..+k v, +..+k -v. =0,

Entdo existe um k; e R, k, #0, com ie[Lr].

Pelo EV4 e 0 Teo7,

(k) v,=k -vi+..+k_, v, +k, v, +.+k v,

i+1
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Multiplicando ambos os lados da igualdade por [— ije R,

i

k,

i i

—i}-((—ki)-vi)z[—kL)-(k1 vtttk vtk v, etk v)

Por EVS5, EV7 e propriedades em R,

G20/ SOV B O A LIS LIS A LI
K )Vi [ kij (k, V1)+~-~+( ki] (o Vi—1)+[ k,-] (K Vi+1)+~-~+[ ki] (k,-v,)

Por EV5,

1-v, = [—kl} k- v,)+... +(—kil}(ki_1 -v,._l)+[—kii} (R +[—kl] (k,-v,)

Por EV8 e propriedades em R,

ky ki ki k,
v,=|l—— |Vt —— |V, H| — Vgt =1V,
k, k, k, k,

Assim, v, =m, v, +..+m,_ v, +tm, -V, +..+m -V,

Logo, v,,com i€ [l,r], é combinagdo linear dos demais vetores.

(«-) Sejaovetor v, € {v,,v,,...,v.} talque v, =k, -v,+..+k,_, v, +k, v
+..+k v, =0,.

itk v
kv +..+k_ v, +(=D)v, +k,, v
Entdo, k, =(=1)#0.

Logo, {v,,v,,...,v,} € linearmente dependente.

i+l

Corolariol7. Sejam {v,,v,,..,v.}cV e veV. Se {v,,v,,.,v,} € linearmente independente e
{v,,v,,...,v,,v} € linearmente dependente entdo v ¢ uma combinacdo linear dos vetores
VisVaseunsV,
dem.: {v,,v,,...,v.,v} ¢ LD.
Pelo Teol7, pelo menos um destes vetores ¢ combinagdo linear dos demais.
Mas, {v,,v,,...,v,} € LL
Logo, este vetor € o vetor v.

Teol8. Seja S {v,,v,,...,v.}cVtalque S#. Se S ¢ linearmente dependente entdo {v,,v,,...,v,}
¢ linearmente dependente.
dem.: Seja S < {v,,v,,...,v, } qualquer.
S={vs, ,...,vSF} com vg € {v,,...,v,} paratodoi=l,.,p.

S¢LD.
Pela Teol7, existe vy € § que ¢ combinagdo linear dos demais vetores de S.

Mas, vy € Sc{v,,...,v, }.
7
Entdo, v € {v,,...,v,} que é combinagdo linear destes vetores.
7

Logo, {v,,v,,...,v,} € LD.

58



Teol9. Sejam {v,,v,,...,v,.} €V um conjunto linearmente independente e & ,....k,,/,,...,[, € R.
Se k, -v,+..+k,-v, =l -v,+...+[ -v, entdo k, =/, paratodo i=1,...,r.

Corolariol9. Seja {v,,v,,...,v,} V. Se {v,,v,,..,v,} € uma base de V' entdo todo vetor ve I pode

ser escrito de forma inica como combinagdo linear dos vetores v,,v,,...,v, da base.

n

Teo20. Seja {v,,v,,...,v,} <V . O conjunto {v,,v,,...,v.} € linearmente independente se e somente se
nenhum destes vetores ¢ combinagao linear dos demais.

Corolario20a. Seja {v,u} <V . O conjunto {v,u} ¢ linearmente independente se € somente se um vetor
nao ¢ multiplo escalar do outro.

Corolario20b. Seja {v,,v,,...,v,} €V um conjunto linearmente independente e ve .
Se vée [v,,v,,...,v,] entdo {v,,v,,...,v,,v} €um conjunto linearmente independente.

Teo2l. Seja {v,,v,,...,v,} <V . Se {v,,v,,...,v.} € linearmente independente entdo qualquer um de
seus subconjuntos ¢ linearmente independente.

Teo22. Seja {v,,v,,...,v,} <V . Se [v,,v,,...,v,]=FV entdo existe uma base 4 de V tal que
Ac{v,, v,V }.
dem.: Se {v,,v,,...,v,} € Llentdo 4={v,,v,,...,v,} éuma base de V.
Se {v,,v,,...,v, } € LD,
Entdo, pelo Teol7, existe v, € {v,,v,,...,v,},com i€ [l,r], tal que: v, € [v,,v,,...,v,] .
Pelo Teol3, [v,,c.., V. sV, yse Y, = [V vy e v, ]
Como, por hipotese, [v,,v,,...,v,]=V".
AsSim, [V ,e,V, |, ViV, =V

.v,} éLlentdo A={v,,...,v, |,V,,,,..v,} € uma base de V.

Se {vla"'aviflav i—-1° 7 i+l

i+l
Caso contrario este processo continua até a obtencdo de um certo conjunto 4 < {v,,v,,...,v,} LI
etal que [4]=V".

Assim, 4 ¢ uma base do espaco vetorial V.

Corolario22a. Seja {v,,v,,...,v,} V. Se {v,,v,,..,v,} gera o espago vetorial V' entdo qualquer
conjunto de vetores de /' com mais do que » elementos ¢ linearmente dependente.

Corolario22b. Seja {v,,v,,...,v, } V.
Se {v,,v,,...,v,} gera V entdo qualquer conjunto de vetores de V' linearmente
independente tem no maximo » elementos.

Teo23. Seja {v,,v,,..,v,} <V .Se {v,,v,,...,v,.} € linearmente independente entdo pode-se estender o
conjunto {v,,v,,...,v,} aum conjunto B base de V.
dem.: Se [v,,v,,...,v,.]=V entdo B={v,,v,,....,v,} € uma base de V.
Se [v,,v,,...,v,.]CV,
Entdo, seja ve V' tal que ve [v,,v,,...,v.].
Pelo Corol20b, {v,,v,,...,v,,v} € LL
Se [v,,v,,...,v,,v]=F entdo B={v,,v,,...,v,,v} € uma base de V.
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Caso contrario este processo continua até a obtencdo de um certo conjunto B tal que
{vi,vy,.,v, B, Bé Ll e [B]=V.
Assim, B ¢ uma base do espago vetorial V.

Teo24. Sejam dimV =n e {v,v,,..,v,} V. O conjunto {v,v,,..,v,} € uma base de V' se ¢
linearmente independente ou se gera o espaco vetorial V.

Teo25. Seja {v,,v,,...,v, } uma base do espago vetorial V' e {u,,u,,...,u, } =V .
1) Se m>n entdo o conjunto {u,,u,,...,u, } € linearmente dependente.

i1) Sem <n entdo o conjunto {u,,u,,...,u, } ndo gera o espago vetorial V.

Teo026. Todas as bases de um espago vetorial possuem o mesmo niamero de vetores.

Teo27. Para quaisquer subespagos vetoriais S e U de V, SNnU#J e S+U#J.
dem.: S<V ..0,€8§.

U<V :-0,eU.

Assim, 0, e SNU e 0,+0,=0,eS5+U.

Logo, SNU#0 e S+U#J.

Teo28. Para quaisquer subespacos vetoriais S e U de V, S U ¢ um subespacos vetorial de V.
Teo29. Para quaisquer subespacos vetoriais S e U de V, S +U ¢ um subespago vetorial de V.

Teo30. Seja S € um subespago vetorial de V' tal que S #{0, }. Entdo dimS <dim/V .

Teo31. Se V' ¢ a soma direta dos subespacos vetoriais S e U entdo todo vetor ve V' ¢ escrito de
maneira unica na forma v=s+u,com s€ S e ueU.
dem.: (escrita)
Como V=8+U
Entdo, paratodo ve V,v=s+u paraalgum se€ § e ueU.
(unicidade) (RAA)
Supondo que existam s,s'€ S,s #s' e y,u'e Uu#u' taisque v=s+u e v=s'+u'.
Assim, s +u=s"+tu'.
Pelas propriedades do EV, s+ (—s") =u'+(—u).
Como S<V, s+(—s')e S, e, analogamente, como U <V, u'+(—u)e U .
Assim, s+ (—=s')e SNU e u+(-u)e SNU.
Por hipotese, SNU={0,}.
Entdo, s +(=s')=0, e u'+(-u)=0,.
Assim, s =s' ¢ u'=u . Contradigao.
Logo, vale a unicidade.
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Teo32. (Teorema da Dimensao)
Se § e U sdo subespagos vetoriais de V' entdo dim(S +U)=dim S +dimU —dim(S nU).

dem.: Seja {v,,v,,...,v,} uma base do subespago interse¢do SNU .
Pelo Teo23, {v,,v,,....,V,,w,,W,,...,w } € uma base do subespaco S.
Analogamente, {v,,v,,...,V,,u,,uU,,....,u,} € uma base do subespago U.
O subespago soma S+U ¢ gerado pelo conjunto {v,..,v,,W,... W u,..,u,}, isto &,
SHU =[Veis V, s Wy ooty W U U, ]
Seja kv, +...+k, v, +1-w +..+Il -w +m u, +..+m u =0, (1)
Mas, —(m, -u, +...+m, -u, )=k -v,+..+k -v, +1 -w +..+I -w
Assim, m, -u, +...+m, -u, € S
Mas, m, -u, +...+m, -u, e U
Assim, m, -u, +...+m,-u, = p, -v, +...+ p,-v,_, paracertos p,,p,,...p, € R.
Como {v,,v,,...,V,,u,,U,,...,u,} €uma base.
Entdo, m, =m, =...=m, =0.
Substituindo em (1): &, -v, +...+k, v, +[,-w, +..+[ -w =0,
Como {v,,v,,...,V,,W,,W,,...,w, } € uma base.
Tem-se, k, =...=k, =1, =..=1 =0.
Entdo, {v,,...V.,W ., w ,u,,....u,} € LL
Logo, {v,....V, , Wy,..., W, u,,...,u, } € uma base para o subespag¢o soma S +U .
Assim, dimS +dimU =(r+s)+(r+t)=r+(r+s+¢)=dm(SNU)+dim(S+U).
Logo, dim(S +U)=dim S +dimU —dim(S NU).

Corolério32. Seja S ¢ um subespago vetorial de V. Se dim S =dim/ entdo S=V.
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TRANSFORMACOES LINEARES

Transformacao Linear

Sejam V e W espacos vetoriais reais. Dizemos que uma funcdo 7:V — W ¢ uma transformacio

linear se a funcdo 7 preserva as operacgdes de adi¢do e de multiplicagdo por escalar, isto €, se os
seguintes axiomas sao satisfeitos:

TL1. Para quaisquer v,ueV, T(v+u)=T(v)+T(u).
TL2. Paratodo ve V eparatodo ke R, T(k-v)=k-T(v).

Exemplos:
1) T:R* > R*?
(x’)’)H T(X,y) :(_xa_.y)

Verificando os axiomas:
TL1. T((x,y) +(z,¢)) =T (x,y) + T(z,t), para quaisquer (x, y),(z,1)e R*?
T((x, )+ (z,0))=T(x+z,y+1)=(=(x+2),~(y+1) = (-x—z,—y = 1)
T(x,y)+T(z,t)=(—x,—y)+(—z,—t)=(—x—z,—y—1)
Assim, a transformacao linear 7 preserva a operagao de adi¢cdo de vetores.
TL2. T(k-(x,y))=k-T(x,y), paratodo (x,y)e R* e paratodo ke R?
T(k-(x,y)) =T (kx,ky) = (=(kx),~(ky)) = (k(=x),k(=y)) =k - (=x,=y) =k - T(x, y)

Assim, a transformacao linear 7 preserva a operacdo de multiplicagdo por escalar.

Considere v=(1,2) e u=(-13).

T(v)=T(1,2)=(-1,-2)

T(u)=T(-1,3)=(1,-3)

Tv)+T(u)=(-1,-2)+(1,-3)=(0,-5)
Tv+u)=T(1,2)+(-13))=T7(0,5) =(0,-5)
TR2-v)=TQ2-(1,2))=T124)=(-2,-4)=2-(-1,-2)=2-T(1,2)=2-T(v)

Y
A

> <

| (X, ¥)

> X —>

T, y)=(%,-y) |

» X

X

2) T:R* = R*
(x,y,2) > T(x,y,2)=(x,,0)
T ¢ uma transformacao linear (Verifique !)
Esta transformagio linear associa a cada vetor do R® sua projecio ortogonal sobre o plano XY.
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x,y,2)

—y —>

/ / R “T(P;As ¥, 2)=(x,y, 0)

X X

A transformacdo linear 7, :V — W talque v > T,(v)=0, ¢ denominada Transformacio Nula.

Seja a transformacdo linear 7:V — W . Se os conjuntos V' e W sdo iguais, V=W, entdo T ¢
denominada um Operador Linear.
O operador linear /, :V —V talque v = 1, (v)=v ¢é denominado Operador Identidade.

As transformacdes lineares 7 :7 — R sdo denominadas Funcionais Lineares.

Operadores Lineares no Espago Vetorial R?

Reflexdo em torno do eixo X: T'(x,y)=(x,—y).
Reflexdo em torno do eixo Y: T(x,y)=(-x,»).

Reflexdo em torno da origem: 7'(x,y)=(-x,—y).

v+u

Reflexdo em tornodareta x=y: T(x,y)=(y,x).

Reflexdo emtornodareta x=—y: T(x,y)=(-y,—Xx).
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Dilatacao ou Contragdo de fator k£ na dire¢ao do vetor: T'(x, y) = (kx,ky) comke R.
Se |k| > 1: dilatagao.

T(v+u)

Se |k| < 1: contragao.

Se k£ < 0: troca de sentido.
Se k =1: operador identidade.

Dilatacao ou Contragdo de fator £ na dire¢ao do eixo X: T'(x,y)=(kx,y) comke R,k>0.

Se k£ >1: dilatagao.
Se 0 <k <1: contragdo.

Dilatacao ou Contragdo de fator k£ na dire¢ao do eixo Y: T(x,y)=(x,ky) comke R,k>0.

Se k£ >1: dilatagao.
Se 0 <k <1: contragdo.

Cisalhamento na dire¢do do eixo X: T'(x,y)=(x+ky,y) comke R.

4 v T(v+u)

Cisalhamento na dire¢do do eixo Y: T(x,y)=(x,kx+ y) comke R.
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Rotacdo: T'(x,y)=(xcos@ — ysen@,xsenf + ycosf) com0<0 <2r.

v+u

» X

Propriedades
1. Se T':¥V — W ¢ uma transformagao linear entdo 7(0,)=0,, .

dem.: 7(0,)=7(0, +0,)=7(0,)+7(0,).
Mas, 7(0,)=7(0,)+0, ,pois T(0,)e W e 0, ¢ o elemento neutro em V.
Assim,, 7(0,)+7(0,)=T7(0,)+0,,.
Logo, 7(0,)=0,, .

Portanto, se 7(0,)#0, entdo 7 ndo ¢ uma transformacao linear.

No entanto, o fato de 7(0, ) =0,, ndo € suficiente para que T seja linear.

Por exemplo, 7:R?* = R? tal que T(x,y)=(x>,y").
T(1,2)=(17,2*)=(1,4)
T(3,5)=(3%,5%)=(9,25)
T(1,2)+T(3,5)=17(10,29)
T((1,2)+(3,5)=T(4,7)=(4>,7*)=(16,49)

Assim, T(v+u)#T(v)+T(u)

Embora, 7(0,0) =(0,0), 7 ndo ¢ uma transformacao linear.

2. Seja T:V — W uma transformagao linear.
Entao T'(k,-v,+k, v, +..+k, v )=k -T(v))+k, - T(v,)+..+k,-T(v,) para quaisquer

Vi,V,,...,v, €V e para quaisquer k,k,,...k, € R.

Corolario: Sabendo-se as imagens dos vetores de uma base do espago vetorial V' & possivel
determinar a transformacao linear 7:V — W .
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Obtendo a Lei de uma Transformacao Linear
Seja T:R? = R? um operador linear tal que 7/(2,3)=(-15) e T(0,1)=(2,1). Como encontrar a lei
que define este operador?

Solucao:
{(2,3),(0,1)} & base para R* .(Verifique!)
Portanto, qualquer vetor ve R? pode ser escrito como combinagio linear destes vetores.
v=(x,y)=k, -(2,3)+k, -(0,1) com k,,k,eR.
=(2k,,3k,) +(0,k,)

=2k, 3k, +k,)
Assim, x =2k, e y=3k, +k,.
Entdo, £, =2 e k, :2y—3x.
2 2
2y —3x

Logo, (x,y)= §(2,3) + (0,1).

2
Aplicando o operador linear,

T(x,y)= T[g(zﬁ) L ; 3x (0,1))

T(23)+2Y ; 3 o

Nucleo e Imagem de uma Transformagdo Linear
Nicleo de uma transformacio linear 7:/ — W ¢ o conjunto de vetores do espago vetorial V' cuja
imagem € o vetor 0, .

Nota¢do: N(T)=Ker(T)={veV|T(v)=0,}

Imagem de uma transformacéo linear 7:7 — W ¢ o conjunto de vetores de /' que sdo imagem
dos vetores do conjunto V.
Notagdo: Im(T)=T(V)={we W |T(v) = w,paraalgumve V}
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Propriedades
1. N(T) ¢ um subespago vetorial de V.

2. Im(T) ¢ um subespaco vetorial de W.
3. Teorema do Nucleo e da Imagem : dimV =dim N(T) + dim Im(7T")

Exemplo: Seja 7:R* — R tal que T(x,y)=(0,x + »,0).
N(T)={(x,y)e R*|T(x,»)=(0,0,0)} .
Entdo, T'(x,y)=(0,x + »,0)=(0,0,0).
Assim, x+y=0..x=—y.
Portanto, N(T)={(x,y)e R* |x=—y}={(-y,y),ye R}.
Uma base ¢ {(—1,1)} e dimN(T)=1.

Representagdo grafica,

- X AAAAAAA —— Y
N(T) :. x+y=0
Im(T)={T(x,y)=(0,x + ,0), para todo (x, y)e R*}
Uma base para o conjunto imagem ¢ {(0,1,0)} e dimIm(7)=1.
Y Z
R? A
T
» X —_———
>» Y: Im(7)
X

Observe que, dimR?* =dim N(T) +dimIm(T), (2 =1+1).
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Transformacao Linear Injetora
Uma transformagdo linear 7:V — W ¢& injetora, se para quaisquer v,uel, se v#u entdo
T(v)#T(u).O que é equivalente a, se T(v)=T(u) entdo v=u.

Exemplo:

1) A transformagdo linear 7:R* — R” tal que T(x,y)=(x,y,x+ y) ¢ injetora.
Sejam (x, y),(z,t)e R?.
Se T(x,y)=T(z,t) .. (x,y,x+y)=(z,t,z+1).

xX=z
Entdo { y=¢
xXt+ty=z+t¢

Logo, (x,y)=(z,?).

2) Seja o operador linear no R® tal que T(x,y,z)=(x,0,0), que associa a cada vetor sua projecdo
ortogonal no eixo X.
Considere os vetores (2,1,3) e (2,0,—4).
Assim, 7(2,1,3) =7(2,0,—4) =(2,0,0) .
Entdo, 7' ndo ¢ injetora, pois T (v)=T(u) com v#u.

Teorema: Uma transformacdo 7 :V — W ¢ injetora se e somente se N(7)=1{0,}.

Assim, basta verificar se N(7')={0,} para garantir que uma transformacao linear 7 ¢ injetora.

Exemplo: Seja o operador linear em no R? tal que T(x, ) =(2x,x + y) é injetora, pois:
N(T)={(x,y)e R*|T(x,»)=(0,0)} = {(x, )€ R* | 2x,x + y) = (0,0)}.

2x=0

x+y=0

Entdo, N(T)={(0,0)}.

Assim, {

Transformacdo Linear Sobrejetora

Uma transformacao linear 7 :V — W ¢ sobrejetora se o conjunto imagem de 7' € o conjunto W, isto €,
Im(T)=W .

Exemplo: O operador linear em R? do exemplo anterior ¢ injetor.

Entdo, dim N(7')=0.

Pelo Teorema do Nucleo e da Imagem, dimR? =dim N(7T) + dim Im(7).
Assim, 2=0+dimIm(7)..dimIm(7T)=2.

Logo, Im(7T)=R"?.
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Transformacdo Linear Bijetora — Isomorfismo

Uma transformacdo linear 7:V — W ¢ bijetora quando for injetora e sobrejetora. Transformacdes
lineares bijetoras sao também denominadas isomorfismos e, conseqiientemente, V' e W sado
denominados espagos vetoriais isomorfos.

Exemplos:
1) T:R?* > R? talque T(x,y)=(y,—x).
2) 1I,:V—>V talque I,(v)=v.

X

z

3) T:Mat,,(R)—R* tal que T([ );}=(t,z,y,x).

Uma transformagdo 7 :V — W ¢ denominada de transformacgdo invertivel quando existir uma
transformagdo T7':W —V tal que ToT '=1, e T'oT=1, . A transformagio T ' ¢

denominada a transformacio inversa de 7. As transformacgoes lineares bijetoras sao transformacoes
lineares invertiveis.

Teorema: Seja T:V — W uma transformacdo. A transformacdo 7' ¢ bijetora se e somente se 7T ¢

invertivel.
Teorema: Seja T :V — W uma transformacdo linear invertivel. Entdo a transformagio 7' :W =V é
linear.
w
T
V
Tl

Obtendo a Lei da Transformacio Linear Inversa 7'

Seja o operador linear T :R* — R? tal que T(x,y)=(2x,—y). O operador linear inverso 7' sera
obtido da maneira a seguir:

{(1,0),(0,1)} éuma base para R

7(1,0)=(2,0) e T(0,1)=(0,—1).

Portanto, 7~'(2,0)=(1,0) e 7' (0,~1)=(0,1).

Obtendo aleide 7T7': (x,y)=k, - (2,0)+k, - (0,~1)=(2k,,0) + (0,~k,) = (2k,,~k,) .
x =2k,

Assim, {
y=-k,
x
Tem-se que, k, :5 e k,=—y.

Entdo, (x,y)=%5-(2,0)+(=y)-(0,~1).
T (x, ) =T & (2,0)+(=y) - (0,-1))
=5 T7(2,0)+(~y)- T7'(0,-1)

=G.-y)
Logo, alei é T7'(x,y)=E,—y).
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Matriz Associada a uma Transformacao Linear

Sejam V um espaco vetorial n-dimensional, W um espaco vetorial m-dimensional e 7:V —> W
uma transformacao linear.

Considerando as bases 4={v,,v,,...,v,} de V e B={w,,w,,..,w,} de We um vetor qualquer veV,

tem-se:
v=k v, +k, v, +..+k v,
com k, € R,paratodoi=1,...,n.

Aplicando a transformacgao linear 7,
TV)=T(k, v, +k, vy +..+k, -v, )
TW)=k, -T(v))+k, T(vy)+..+k, -T(v,) (1)

Além disso, T'(v)e W , portanto:
TV)=Il,-w, +1L,-w, +...+[ -w, (2)
com lj. € R,paratodo j=1,...,m.

Como T'(v,)e W, paratodoi=1,..,n.
T(v))=a, -w ta, -w,+..+ta, -w,

T(v,)=a, w +ay, -w,+..+a,, w,

€)

T(v,)=a,,  -w +a,, w,+..+a, -w

m

Substituindo (3) em (1), tem-se:
Twv)=k, -(a,, - w +..+a, -w,)+k, - (a, w +..+a,, w, )+..+k -(a,6 w+.+a, w,)
T(v)=(ka, +k,a,+..+k,a, ) w +..+(ka, +ka,+..+ka,6)w, (4

Comparando (2) e (4), tem-se:
l,=ka, +k,a,+..+ka,,
l, =ka, +kya, +..+k,a,,

[ =ka, +kya, +..+tka,
Na forma matricial:
[, apy  dp a, \(k
[ _|9n dn a,, || k,
lm anl an2 amn kn

ou seja,
[T(")], =[T15.[v],

A matriz [T]; ¢ a matriz associada a transformacdo 7 em relagiio as bases 4 e B.

Exemplo: Seja a transformagio linear 7:R* = R® tal que T(x,y)=(x,y,x+y). Sendo 4 a base
candnica do R? e B a base candnica do R® , tem-se:

7(1,0)=(1,0,1)=1-(1,0,0)+ 0-(0,1,0) +1-(0,0,1) e

7(0,1)=(0,1,1)=0-(1,0,0)+1-(0,1,0) +1-(0,0,1).
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10
Entdo, [T]7 =0 1 |.
11

Por exemplo, [(2,3)], = (i]

2) (1 0
2
Obtém-se, [T(2,3)], =[(2,3.5], =|3 |=]|0 1 (3]
51111

Sejam as bases ndo canonicas 4 ={(1,2),(3,5)} e B=1{(1,2,0),(2,-3,1),(0,—1,1)}.
Assim, 7(1,2)=(1,2,3)=2-(1,2,0)+ (- l) (2,73, + Z -(0,-L1) e

T(3,5)=(3,58)= —(120) (——) (2,-3,1) + —(o 1,1).

\S)
>

Entdo, [T]; =| —

SIS
2[5 ol

Por exemplo, [(2,3)], = [_ 1]

\S)
>
S

Obtém-se, [T(2,3)], =[(23.5)], =| -

SIS
|
=N
N\
I
—_— —
N——
Il
|
< W Wl

w

As matrizes associadas a alguns dos operadores lineares no espaco vetorial R* em relagdo a base
candnica.

[T ]2 [V, - [T,
Reflexdo em torno do eixo X 1 X
-y
Dilatagao ou Contra¢ao de fator k& na dire¢do do X kx
vetor y ky
Cisalhamento na dire¢ado do eixo Y X X
y kx+y
Rotacao cosf@ —senb xcos@ — ysen0
sen@  cosf xsen@ + ycos@
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Operagoes com Transformagdes Lineares
1. Adicao
Sejam T,:V —-W e T,:V — W transformagdes lineares. Define-se a adi¢do de 7, com 7, como
sendo a transformacao linear:
(T,+T,):V->Ww
v = (T + 1)) =T (v) + T,(v)

Matricialmente, [T, + 7,15 =[T, 15 +[7,]4, onde 4 é uma base de ¥ ¢ B uma base de .
Exemplo: Sejam 7,:R* —>R® tal que T,(x,y,z)=(x2y,z) ¢ T,:R*—>R’ tal que

TZ(xayaz):(()aO:Z)'
A transformagdo soma é (T, +T,):R*> - R* talque (7, +T,)(x,y,z)=(x,2y,22).

1 0 0 0 00 1 0 0
Ainda, [7}]=|0 2 0|, [T,]=|0 O O|e [T, +7,]=|0 2 O |em relacdo a base candnica
0 0 1 0 0 1 0 0 2

do R>.

2. Multiplicacdo por Escalar
Sejam T :V — W uma transformacao linear e k€ R um escalar. Define-se a transformagao linear
produto de T pelo escalar £ como sendo:
(k-T):V->WwW
vi>(k-T)v)=k-T(v)

Matricialmente, [k-T]4 =k-[T]; , onde 4 é uma base de V' ¢ B ¢ uma base de W.

1 2
Exemplo: Seja [T]=|0 1 |e k=2.
30
Entdo, T(x,y)=(x+2y,y3x) e 2-T)x,y)=2x+4y,2y,6x).
2 4
Ainda, [2-T]=|0 2 |=2-[T]
6 0

3. Composicio
Sejam T,:V —>U e T, :U - W transformagdes lineares. Define-se a composta de 7, com 7,
como sendo a transformacao linear:
(T, oT)):V =W
v = (T, o T))(v) = T, (T, (v))

Matricialmente, [T, o 7,14 =[T,12 -[T, 14, onde 4 é uma base de V', B é uma base de U ¢ C é uma
base de .
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Exemplo: Sejam os operadores lineares no R, T, (x,y)=2x+y,~y) e T,(x,y)=2y,—x+3y).
(T, o T))(x, ) =T\ (Ty(x,y)) =T\ (2y,=x + 3y)=(2(2y) + (=x + 3y),~(=x + 3y)) = (=x + Ty, x = 3y)
(T, o T))(x, ) =T, (T)(x, y)) =T, 2x + y,=y)= (2(=y),=(2x + y) + 3(=y)) = (2y,2x - 4y)

N . 2 1 0 2
Com relagdo a base canonica: [7,]= 0 —1 e [7T,]= L sl

A'TT—2 neo 2y (-1 7 TT—02-21—0_2
ssim, [T, 2]—O_1 137 1 23 e [T, 1]—_13 0 —11 122 —4])

Propriedades de Transformagoes Invertiveis

Sejam T:V —=>W, T,:V =W e T, :W = U transformagdes lineares invertiveise k€ R,k #0.
1. (TH'=rT

2. (k-T)'=k7"-T"

3. (ToT) ™" =T, o7,

Exercicios
1) Verificar se as transformagdes sao lineares:
T: R -R?
a)
(xsyaz)HT(xayez):(xz,y+Z)
b) T: R’ >R’
(x,y,z)l—) T(xay,Z) =(x,2y)
T: R*—>R’?
(x,y)> T(x,y)=(x+a,y+b), a,be R—{0}
4 T: R* -R
(xayaz)HT(xayez):x_?’y'i'l
T: R* >R
e)

(x,y) > T(x,y)=|x]
2) Para que valores de ke R a transformagdo no R® tal que T'(x, y,z) = (2x + 3k, y,3z) é linear?
3) Seja Mat,,, (R) o espago vetorial das matrizes quadradas nxn sobre R e M e Mat

matriz arbitraria qualquer.
A transformagao 7 : Mat,, (R) — Mat,  (R) talque T(A)=A-M + M - A ¢ linear?

(R) uma

nxn

4) Sejam v=(0,1),u=(1,0),t=(2,]) e w=(1,2) e T:R* - R? tal que T(x,y)=(2x,2y), que define
a dilatacao de fator 2 na dire¢ao do vetor.
Represente v,u,t,w,T(v),T(u),T(t) e T(w) em um sistema de eixos cartesianos.
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1 2
5) Considere a transformagdo linear T :R* — Mat, ,(R) tal que T(x,y)= [0 3 ] [x ]
y

Determine 7(1,1),7(-3,4) e T(x,y).
6) Encontre a lei que define a transformacio linear T:R?*> -R? que faz associar

cada vetor v=(x, y) a sua reflexdo em torno do eixo Y.

Determine 7(-2,-3).
Represente no sistema de eixos cartesianos.

T:R*—>R? uma transformagio linear tal que 7(1,0,0)=(2,4), T(0,,0)=(3,5) ¢

7) Seja
T(1,1,1)=(1,1). Indique a lei de T.

8) Seja T:R’> >R’ uma transformacdo linear definida por T(L1,1)=(1,2), T(1,1,0)=(2,3) e
7(1,0,0)=(3,4).
a) Determine 7'(x, y,z).
b) Determine (x, y,z)e R* tal que T(x, y,z)=(-3,-2).
¢) Determine (x, y,z)e R* tal que T(x, y,z)=(0,0).

9) Calcule o nticleo e o conjunto imagem das transformagdes abaixo:

2) T: R 5R?
(x,y,2)>T(x,y,2)=(x+2y+3z3x+2y+2)

T: R*—>R’®
(x, )= T(x,y)=(x+y,2x = y,~x +3y)
10) Ache uma transformagdo linear 7:R* — R? cujo nucleo seja gerado pelo vetor (1,1,0).

11) Determinar um operador linear no R® cujo conjunto imagem seja gerado por {(2,1,1),(1,-1,2)}

12) Indique a lei de T~' para cada uma das transformagdes lineares:

7T: R* 5>R?

a)
(xay)HT(xay):(ys_x)
I, V>V
b)
viel,(v)=v

T : Mat,,(R)—R*

© (x y] I—)T([x y))z(t,z,y,x)
z 1 z 1

13) Seja o operador linear 7 no R® tal que T(x,y,z)=(x+2y,y,x+z). Mostre que 7 é um

1somorfismo e indique sua inversa.
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14) Considere B = {v,u, w} uma base do R?, onde v =(1,2,3), u=(2,5,3) e w=(10.1).
a) Ache uma férmula para a transformagcdo linear 7:R* — R? tal que T(v)=(1,0), T(u)=(1,0) e
T(w)=(0,1).
b) Encontre uma base e a dimensdo do N(T).
¢) Encontre uma base e a dimensao da Im(7").
d) T ¢ invertivel? Justifique sua resposta.

15) Seja T:R* = R? tal que T(x,y,z)=(x+ y,x + z) . Indique:
a) [T]4 considerando 4 e B bases candnicas.
b) [T onde C ={(1,0,0),(0,~1,0),(0,0,2)}e D={(1,2),(3,5)}.
¢) [T(v)], onde v=(1,1,0).

16) Sejam S e T operadores lineares no R? definidas por S(x,»)=(x+2y,y) e T(x,y)=(x,3y).
Determine:
a) S+T
b) (2-8)+(4-T)
c) SoT
d) So8

17) Escolha alguns vetores de R represente-os no plano cartesiano. Em seguida encontre a imagem
de cada um deles em relagdo ao operador S anterior. Represente essas imagens no plano

cartesiano. Observe o que acontece.

18) Repita os mesmos passos do exercicio anterior, para o operador 7.

2 0
19) Seja T a transformagao linear determinada pela matriz |4 0 |.
0 -4

a) Indique a lei da transformagao.
b) Calcule 7'(-2,1).

20) Seja T o operador linear no R definido por T(x, y,z)=(2y + z,x — 4,3x).
a) Encontre a matriz de 7' na base B ={(1,1,0),(1,0,1),(1,0,0)}.
b) Encontre [T(1,0,~1)], utilizando [T]5.

1 0 2
21)Seja T a transformagao linear associada amatriz |3 0 —1|.
2.0 0

a) Ache uma base para N(T).
b) Ache uma base para Im(7).
c¢) T ¢ sobrejetora ? E injetora?
d) Determine a matriz associada a 7 em relagdo a base {(1,2,0),(0,—1,1),(0,1,2)} .

22)Seja T:R* = R* a transformagcdo linear definida por T(x, y) = (x +2y,—x,0).
a) Ache a matriz associada a T relativa as bases 4= {(1,3),(-2,4)} e B={(1,1,1),(2,2,0),(3,0,0)}.
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-1
b) Use a matriz para calcular [T(v)], onde [v], = ( 2].

23) Seja T a transformagao linear associada a matriz | 3 0 |.

a) Qual a lei que define 77
b) Determine o nucleo de 7' e uma base para N(T').

c¢) Determine a imagem de 7" e uma base para Im(7).

24) Seja a transformagcdo linear 7:R*> — R?* tal que T(x,y,z)=(2x—y +3z,4x+2y +3z).
a) Considerando A4 e B as bases canénicas do R® e do R? , encontre [T ];‘ .
b) Considerando A = {(1,1,0),(0,1,1),(1,0,])} uma base do R* ¢ B={(L1),(1,-1)} uma base do R?,
encontre [T ];‘.

25) Seja a transformagdo linear 7:R* — R* tal que T(x,y)=(2x+ y, y,x + y). Encontre:

a) A matriz de 7 em relacdo a base candnica
b) A matriz de T em relagao as bases 4={(1,-2),(0,1)} e B={(1,0,0),(0,2,1),(0,0,3)}.

2 -1
26) Considere [T]5=|1 0| onde 4={(1,0),(-L1)} e B={(1,2,3),(0,~1,1),(0,0,2)} . Encontre as
0 2

coordenadas de [7'(v)], sabendo que as coordenadas de v em relagdo a base canodnica do R? sio
-1
5|
27) Sabendo que a transformagio linear 7, :R* — R?*, cuja matriz em relagio a base candnica ¢

[cos@ —senf

send cos6

], aplicada a um vetor [v] = (x
y

) indica a rotacdo do vetor v de um angulo 6 .

. cos® —senfO
Assim, [T, ]= -[v].

sen@ cosO

Utilizando a matriz de rotagdo, determine o vértice C =(x, y) de um tridngulo retangulo e isosceles
emA,onde A=(2,1) e B=(5,3).

-2 0 0
28)Seja| 0 1 O |amatriz associada a um operador 7" em relacao a base {(1,0,1),(0,—1,1),(0,0,1)}.
0 0 2

Determine a lei de T.
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Respostas
1) b) Sim

2) k=0

3) Sim

3 5
5) T(1,)) :[3] e T(-3,4) =[12)

T(x,y)= (x ;yzy ]

6) T(xa.y) :(—X,y) S T(_23_3) :(25_3)
N T(x,y,z2)=2x+3y—-4z4x+5y—82)

8)a) T'(x,y,z)=Bx—y—zA4x—-y—2)
b) {(1,6 —z,z),ze R}
{(an’_y)’ye R}

9)a) N(T)={(z,2z,z),ze R}
Im(T)=R"?
b) N(T)={(0,0)}
Im(T)={(x,y,2)e R* |-5x +4y +32=0}

12)2) T (x,3) = (=¥, %)
b) I, =1,

t z
¢) T‘l(x,y,z,t)z[ ]
y x

14)a) T(x,p,2) = (75,29
b) N(T)={(5.».0),ye R}
base N(T):{(1,3,0)}

dimN(T)=1

¢) Im(7T)=R"?
base Im(7): {(1,0),(0,1)}
dimIm(7) =2

d) Nao, pois 7' nao ¢ injetora.

L (110
15)61)[T]B=[1 0 1)

. (-2 5 6
b)[T]D:[ R _2]

-7
) [TM]p =[ 3]

16)a) (S+T)x,y)=2x+2y,4y)
b) 2-S+4-T)x,y)=(6x+4y,14y)
¢) (SeT)x,y)=(x+6y3y)
d) (SeS)x,y)=(x+4y,y)

19)a) T(x,y)=2x,4x,—4y)
b) T(-2,1)=(-4,-8,-4)

-3 1 1
20) a) [T],=| 3 3 3

2 -3 -4

1
b)[T(L0~1)], =( 3]
-5

21)a) base N(T):{(0,1,0)}
b) base Im(7"):{(1,3,2),(2,—1,0)}
¢) Nem injetora nem sobrejetora.

1 2 4

d [T, =0 & %}

e
0 0 0
22)a) [Tl =|-% 1]19) [T(V)]B{%J
s 0

23)a) T(x,y)=(—x+2y,3x2x + y)

b) N(T)=1{(0,0)}
Im(T)={(x,y,2)e R* |3x +5y —62=0}
base Im(7):{(-1,3,2),(2,0,1)}

N =
W

L (2 -1 3
24) a) [T =[ ) ]

b) [71]; =[_

N[V
I

Dw =
I

—_ O\

N—

25)a) [T]; =

0
20)[T(W)], =| 1
4

27) C=(0,4) ou C=(4,-2)
28) T(x,y,z) =(2x,y,—4x+ y+22)

—_ O N
ok ek ek
N—

o

~

~

~

e

SN

Il
/N
S l (e

Y
A= = =
N——
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Apéndice C — Teoremas

Teo33.Se T:V — W ¢ uma transformacgdo linear entdo 7(0,)=0,, .

Teo34. Seja T:V — W uma transformacao linear.
Entdo T'(k, -v, +k, - v, +..+k,-v, )=k -T(v,))+k, - T(v,)+...+k, -T(v,), para quaisquer
Vi,V,,...,v, €V e para quaisquer k,k,,...k, € R.
dem.: (indugdo em n).
Base: Para k=2.
Tk, v, +k, v,)=T(k, -v))+T(k,-v,)=k,-T(v,)+k, -T(v,) porTL1 e TL2.
Passo: (Hipotese de Indugdao) Supor que vale a igualdade para ke N,k >2, isto &,
Tk, v, +ky vy+..+k, v )=k -T(v)+k, T(v,)+..+k, -T(v,).
Vale a igualdade para k +1vetores ?

Tk, -v,+ky- vy +..+k,-v)+k, v, )= por TL1.
Tk, -vi+k, vy+..+k v )+T(k,, Vv, )= por TL2.
Tk, -vi+k, v,+..+k -v)+k, T, )= por hipdtese de indugao.

b T+ T bk, Tk, T(0,0).
Assim, T (k, -v, +...+k, v, +k v, )=k -Tv)+..+k -T(v,)+k, -Tv,)
Logo, vale a igualdade para todo ne N,n=>2.

Corolario34: Sabendo-se as imagens dos vetores de uma base do espago vetorial V' € possivel
determinar a transformacao linear 7:V — W .

Teo35.Seja T:V — W ¢€ uma transformagao linear.
Entdo 1) T(—v)=-T(v), paratodo ve } .
i) T(v—u)=T()—T(u), para quaisquer v,ue V.

Teo36. Seja T:V — W uma transformacdo linear e S um subespaco vetorial do espaco vetorial V'
entdo 7(S)={we W |existe se S tal que T(s) = w} € um subespago vetorial do espago V.

dem.: (Subl) Por hipotese, S <V .
Por Subl, 0, € S.
Pelo Teo33, 7(0,)=0, .
Logo, 0, € T(S).
(Sub2) Sejam w,,w, e T(S) .
Entdo, existem v,,v, € S taisque T'(v,)=w, e T(v,)=w,.
Assim, w, +w, =T(v,)+T(v,) =T(v, +v,), por TL1.
Como, S<V .
Pelo fechamento para operagdo de adicioem S, v, +v, € §.
Entdo, w, + w, € T(S).
Logo, vale o fechamento para operacao de adi¢ao em 7'(S).
(Sub3) Sejam we T(S) e ke R .
Entdo, existe ve § tal que T(v)=w.
Assim, k-w=k-T(v) =T(k-v), por TL2.
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Como, S<V .

Pelo fechamento para operacdo de multiplicagdo por escalarem S, k-ve S'.

Entdo, k- we T(S).

Logo, vale o fechamento para operacao de multiplicacdo por escalar em 7'(S).

Teo37. N(T) ¢ um subespaco vetorial de V.

Teo38. Im(7") ¢ um subespago vetorial de W.

Teo039. (Teorema do Nucleo e da Imagem)

Seja T:V — W uma transformagao linear . Entdo dimV =dim N(T) + dim Im(7T’) .

dem.: Considere dimN(T)=¢ e {v,,v,,...,v,} € N(T)uma base para N(T).

Seja dimIm(T)=s e {w,,w,,...,w, } < Im(T)uma base para Im(7’).

Existem u,,u,,...,u €V taisque T(u,)=w,,T(u,)=w,,..T(u)=w,.

Considere o conjunto {v,,...,v,,u,,....,u } SV .
Se ve Ventdo T(v)e Im(T).
Como [w,,...,w,]=Im(T), existem /,,...,1[,
Considere o vetor u =1/, -u, +...+ /[ -u, —v.
Assim, T(u)=T(, ~u, +...+1, -u, —v).
Pelo Teo34, T(u) =1, - T(u)+...+ [ -T(u,)—T(v).
De (1), T(w)=1,-w, +...+1 -w, =T(v).
De (2), T(u)=T(v)—-T(v).
Assim, T(u)=0,,.
Entdo, ue N(T).
Mas, [v,,...,v,]=N(T).
Entdo, existem k,,....k, e R taisque u=k, -v, +...+k, -v,.
De(3)e @), , - u,+...+l -u, —v=k -v,+..+k, -v,.
Assim, v=1[ -u, +..+[ -u —k -v,—..—k, -v,.
Entdo, [v,,....,V,, U ,....u =V
Seja k, -v,+..+k,-v, +k,,, -u +..+k,  -u =0,,comk,,..k,. e€R.

12009 Wrts

Assim, T(k, -v, +...+k,-v, +k, , -u +..+k,  -u)=T(0,).

Pelo Teo33, T(k, - vy +...+k, v, +hk,,y -ty .otk -u,)=0,,.

Pelo Teo34, k, - T(v,)+...+k, - T(v,) + K,y - T(u) + ...+ k,,, - T(u,)=0,
Mas, {v,,...,v,} € N(T).

Entdo, T(v,)=0,,...,T(v,)=0,,.

De (1) € (7)> kl 'OW +---+k1 'OW +kz+1 "Wy +"'+k1+5 "W :0”"

Assim, k., -w, +..+k, . -w =0,.

t+1

Como, {w,,...,w, } € uma base para Im(7’).
Entdo, {w,,...,w_} € linearmente independente.

Tem-se, k,,, =...=k, =0.

[,eR taisque T(v)=1I,-w, +...+[ -w, .(2)

€)

(4)

()
(6)

(7)
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Substituindo em (6), k, - v, +...+k,-v,=0,.

Como, {v,,...,v,} € uma base para N(T).

Entdo, {v,,...,v,} ¢ linearmente independente.

Tem-se, k, =...=k, =0.

Entdo, {v,,...,v,,u,,....,u } élinearmente independente. (8)
De (5) e (8), {v,,...,V,,u,,....u, } € uma base de V.

Logo, dimV =¢t+s=dim N(T)+ dim Im(7) .

Teo40. Seja T:V — W ¢ uma transformacdo linear. 7 ¢ uma transformacdo linear injetora se e
somente se N(7)={0,}.

dem.:

(—) Se T ¢ uma transformacao linear injetora entdo N(7)=1{0,} ?

Considere ve N(T') qualquer.

Entdo, T(v)=0,, .

Pelo Teo33, 7(0,)=0,, .

Assim, T(v)=T(0,).

Como T ¢ uma transformagao linear injetora.
Se T(v)=T(0,)entdo v=0,.

Logo, N(T)=1{0,}.

(=) Se N(T)={0,} entdo T ¢ uma transformagao linear injetora ?
Sejam v,ueV taisque T(v)=T(u) .
Assim,7(v)—=T(u)=0, .

Pelo Teo35, T(v—-u)=0,, .

Mas, N(T)={0,}.

Assim, v—u=0,.

Entado, v=u.

Logo, T ¢ uma transformacao linear injetora.

Teo41.Seja T:V — W ¢é uma transformacgdo linear injetora e {v,,v,,..,v,} CFV um conjunto de
vetores linearmente independente. O conjunto {T'(v,),T(v,),....T(v,)} W também ¢
linearmente independente.

Teo42.Seja T:V — W ¢€ uma transformagao linear injetora e dim} =dimW . Entdo a transformacao
linear T ¢ sobrejetora.

Teo43.Seja T:V — W uma transformacdo. A transformacdo 7 ¢ bijetora se e somente se for
invertivel.

Teo44. Seja T:V — W uma transformacdo linear e {v,,v,,...v,} V. Se [v,,v,,..,v,]=V entdo
(T(v,),T(vy),... T(v, )] =Im(T).
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Teo45.Sejam T:V —>W e R:W — U transformacdes lineares.
Entao a transformagdo composta (RoT):V — U tal que (RoT)(v)=R(T(v)) ¢ linear.

Teo46. Sejam T:V —>W e R:W — U transformacdes lineares bijetoras e k€ R,k #0.
Entdo i) a transformacdo inversa 7' : W —V ¢ linear.
i) (TH'=T
iii) (k-T)'=k"'.T"
iv) (RoT)' =T"'oR™

Teod47.Seja Q:V ->W , RV ->W,S:W—->U e T:W —U transformagdes linearese ke R.
Entdo i) (S4+T7)cQ=(SQ)+(T-Q)
i) To(Q+R)=(ToQ)+(ToR)
i) (k-T)eQ=k-(ToQ)=To(k-Q)

Teo48.Sejam V' e W espagos vetoriais € {v,,v,,...,v,} uma base V. Se o vetor v, pode ser associado a

um vetor w, € W, para todo i =1,...,n entdo existe uma Unica transformacao linear 7:V — W
tal que 7'(v,)=w,, paratodo i=1,....,n.

Teo49. Seja L(V,W) (ou Hom(V,W)) o conjunto de todas as transformacdes lineares de V' em W e as
seguintes operagoes:

+: LV W)YXLV W)= LV, W)
(1,,T5) =T, +7, talque (7, +T,)(v)=T,(v) + T, (v)
S RXLWV,W)—> LV, W)

(k,T) kT talque (k-T)(v)=k-T(v)
Entao [L(V,W),R,+,:] € um espago vetorial.

Teo50. Se dimV =n e dimW =m entdo dim L(V, W) =nm .

O conjunto L(V,R) ou Hom(V,R) ou V" de todos os funcionais de ¥ em R é denominado espaco
vetorial dual de V.
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