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3¢ LISTA DE EXERCICIOS

1. Seja S = {0,1,2,4,6}. Verifique se as relagoes bindrias em S sao reflexivas, simétricas, anti-
simétricas e/ou transitivas:

(a) R1=1{(0,0),(1,1),(2,2),(4,4),(6,6),(0,1),(1,2),(2,4),(4,6)}
(b) B2 ={(0,1),(1,0),(2,4),(4,2),(4,6),(6,4)}

(c) Rs={(0,1),(1,2),(0,2),(2,0),(2,1),(1,0),(0,0),(1,1),(2,2)}
(d) Ra=1{(0,0),(1,1),(2,2),(4,4),(6,6),(4,6),(6,4)}

() Ry =10

2. Classifique as relagoes bindrias a seguir nos conjuntos S dados como reflexivas, simétricas, anti-
simétricas e transitivas:

(a) S=Q (b) S=Z
Ry <y rRy < r — y é multiplo de 3
(c) S=1Z (d) S=N
xRy < x -y é par xRy < x é impar
(e) S=2({1,2,3,4,5,6,7,8,9}) (f) S=2{1,2,3,4,5,6,7,8,9})
xRy < n(z) = n(y) TRy x#y

(e) S = conjunto de todos os quadrados do plano
xRy < tamanho do lado de = tamanho do lado de y

(f) S = conjunto de todas as cadeias finitas de caracteres
xRy < nimero de caracteres em x = nimero de caracteres em ¥y

(g) S = conjunto de todas as pessoas do Brasil
xRy < x é irmao de y

(j) S=NxN
(x1,71)R(x2,y2) & 21 <22 € Y1 > Y2

3. Quais das relacoes binarias do exercicio anterior sao relacoes de equivaléncia? Para as que o
forem, descreva as classes de equivaléncia associadas.



4. Encontre os fechos reflexivos, simétricos e transitivos das relagoes do Exercicio 1.

5. Para cada caso abaixo, apresente um conjunto S e uma relacao bindria R em S (diferente das
apresentadas nos problemas anteriores) que satisfaga as condigdes pedidas.

a) R é reflexiva e anti-simétrica, mas nao é transitiva.

(c

(d) R é reflexiva, mas nao ¢ simétrica nem transitiva.

(b) R é reflexiva e transitiva, mas nao ¢ simétrica.
) R nao é reflexiva nem simétrica, mas é transitiva.

6. Desenhe o grafo das seguintes ordenacoes parciais:

(a) S = {a7 b, C}7 R = {(a7 a’)? (b7 b)? (C7 C)? (a7 b)? (a,c), (b7 C)}
(b) S={a,b,c,d}, R={(a,a),(bd),(c,c),(d,d),(a,b),(a,c)}
(c) 5={0,{a},{a,b},{c},{a,c} . {b}}, xRy xCy

7. Indique os elementos minimos, minimais, méximos e maximais que aparecem nas ordenagoes
parciais do Exercicio 6.

8. Desenhe o grafo dos dois conjuntos parcialmente ordenados.

(a) S=1{1,2,3,5,6,10,15,30} (b) S = 2({1,2,3})
Ry < z divide y TRy xCy

O que vocé pode notar a respeito da estrutura desses dois grafos?

9. Para cada grafo de ordenacéao parcial apresentado abaixo, escreva os pares ordenados que per-
tencem a relagao.

(a) (b) (c)
2 d e ! D
3 4
4
a b (&
> > 2 3

10. Um programa de computador para gerar o diciondrio ou o indice de um livro serd escrito.
Assumiremos um tamanho méximo de n caracteres por palavra. Temos, portanto, um conjunto S
com palavras de, no maximo, n caracteres e desejamos gerar uma lista ordenada alfabeticamente
com estas palavras. Existe a ordem natural dos caracteres do alfabeto (a < b < ¢ =< ... < 2)
e admitimos que nossas palavras contenham apenas caracteres alfabéticos. Desejamos definir
uma ordenacao total em S, chamada “ordenacao lexicografica”, que ordene S alfabeticamente.
A idéia é comparar duas palavras X e Y caracter a caracter, ignorando os caracteres iguais:



[0 Se, em algum momento, o caracter da palavra X precede o caracter correspondente da
palavra Y, entdao X precede Y (X <XY).

[0 Se todos os caracteres de X forem iguais aos caracteres correspondentes de Y, mas os
caracteres de X acabaram antes dos de Y, entdo X precede Y (X XY).

O Caso contrario, Y precede X (Y < X).

Formalmente: Sejam X = x1x2...2; ¢ Y =y1y2...yx, com j < k.

O (z1 2y1) ou (21 =Y1,...,Tr = Yp, Try1 2 Yry1) = X Y.
Ozi=y1,...,zj=yjej<k=>X=<Y.
0 Caso contrario, ¥ < X.

(a) Mostre que =<, conforme definido acima, é uma ordenagao total em S.

(b) Aplique a ordenacao total descrita as palavras roupa, rua, remédio, rato, ruga e ruanda.

11. O exercicio anterior abordou uma ordenagcao total em um conjunto de palavras com no maximo n
caracteres de tamanho que gera, como saida, uma lista linear ordenada alfabeticamente. Suponha
que desejamos gerar uma lista com todas as palavras distintas do texto na ordem em que apare-
cem no mesmo (por exemplo, um compilador precisa gerar uma tabela de simbolos com os nomes
das varidveis). Como no exercicio anterior, assumimos que as palavras contém apenas caracteres
alfabéticos porque ja existe uma relacao natural de precedéncia (a <b<c < ... <y < z). Caso
sejam permitidos caracteres numéricos ou especiais, eles precisam ter uma relacao de precedéncia
junto aos caracteres alfabéticos (a sequéncia de ordenagao precisa ser definida). Vamos analisar
duas maneiras de gerar essa lista:

0 Listando as palavras em ordem alfabética, o procedimento para decidir se uma palavra
sendo processada é nova é bem simples, mas para colocar a nova palavra no lugar certo
precisamos mover todas as palavras apds ela uma linha para baixo.

0 Listando as palavras na ordem em que forem processadas, as novas palavras podem ser
simplesmente incluidas ao fim da lista sem a necessidade de qualquer rearrumacao mas,
para determinar se a palavra sendo processada €é nova ou nao, é preciso compara-la com
todas as outras palavras da lista.

Portanto, ambos os tipos de lista apresentam suas desvantagens.

Descreveremos um processo de enumeragao que se vale de uma arvore bindria de busca
que permite, para o caso geral, determinar de forma rapida se uma palavra é nova e, se este for o
caso, nao h4 a necessidade de realizar uma rearrumacao para alocé-la em seu lugar. Dessa forma,
combinanamos as vantagens dos dois métodos descritos acima e eliminamos suas desvantagens.

Suponha que desejamos processar a frase “Quando vimos ja nao era mais possivel”. A primeira
palavra da frase é usada para dar nome ao primeiro vértice de um grafo.

e quando

Uma vez que um vértice tenha recebido seu nome, ele recebe duas arestas para baixo, que levam
a dois vértices sem nome.



quando

Quando a préxima palavra no texto for processada, ela é comparada com o primeiro né. Se
a palavra sendo processada preceder a palavra que da nome ao vértice, tomamos a aresta da
esquerda, do contrario tomamos a aresta da direita. A palavra que em questao torna-se o nome
do primeiro vértice ainda sem nome que for encontrado. Caso a palavra seja igual ao nome de
algum vértice, significa que aquela palavra ja havia aparecido no texto e passamos ao proces-
samento da palavra seguinte. Este procedimento é repetido para todo o texto. Desta forma,
obtemos

quando quando quando

vimos E! vimos

quando quando

quando




quando

vimos

possivel

Varrerndo os vértices deste grafo na ordem apropriada (definida sempre como processar os
vértices a esquerda antes, depois o préprio vértice e, depois os vértices a direita) obtemos uma
lista em ordem alfabética “era, j4, mais, nao, possivel, quando, vimos”.

(a) Este tipo de grafo é chamado de arvore. Virando-o de cabega para baixo, podemos entendé-
lo como uma ordenacao parcial <. Qual seria o elemento minino? Ha um elemento maximo?
(b) Quais dos pares a seguir pertenceriam a <7 (nao, vimos), (j, era), (j, mais), (era, possivel)
Observagao:
Neste caso, a estrutura de arvore contém mais informacao do que a ordenacao parcial pois
nos diz nao s6 quando uma palavra wy precede uma palavra wo, mas também que ws estd
a esquerda ou a direita de wy.

(c) Use uma arvore bindria de busca para desenhar o grafo de “Suco de laranja faz bem a
saiude”. Em seguida, considerando o grafo (de cabega para baixo) como uma ordenagao
parcial, determine os elementos maximais.

12. Responda as seguintes questoes:

(a) Qual o conjunto [a] para a relagado de equivaléncia R; = {(a,a), (b,b), (¢, ¢), (a,¢), (c,a)}?
Ele tem outras representacoes?

(b) Quais os conjuntos [3] e [4] para a relacdo de equivaléncia
R2 = {(17 1)7 (27 2)7 (17 2)7 (27 1)7 (17 3)7 (37 1)7 (37 2)7 (27 3)7 (37 3)7 (47 4)7 (57 5)7 (47 5)7 (57 4)}

(c) Dada a particao {1,2} e {3,4} do conjunto S = {1,2,3,4}, liste os pares ordenados da
relacdo de equivaléncia correspondente.

(d) Dada a particao {a,b,c} e {d,e} do conjunto S = {a,b,c,d, e}, liste os pares ordenados da
relacdo de equivaléncia correspondente.

13. A figura a seguir representa uma funcao f.




Qual seu dominio? Qual seu contradominio? Qual o conjunto imagem?
Qual a imagem de 57 E de 87

Quais as pré-imagens de 97

(a)
(b)
(c)
(d) Esta funciio é sobrejetiva? E injetiva?

14. Uma “pilha” é uma estrutura de armazenamento de dados cuja operacao é muito parecida com
uma pilha de pratos na pia de um restaurante. Todos os locais de armazenamento comecam va-
zios. Um elemento de dado é incluido no topo da pilha através da instrugao push, que “empurra”
todos os itens ja empilhados uma posicao para baixo a fim de abrir espaco para ele. Apenas o

elemento no topo da pilha pode ser acessado a qualquer momento e ele pode ser examinado e
removido da pilha através da instrucao pop.

Consideremos cadeias de inteiros onde os caracteres sdo inteiros positivos ou zeros. Proces-
saremos essas cadeias através de uma fungdo de armazenamento na forma de pilha do seguinte
modo:

A funcdo toma uma cadeia de inteiros ndo negativos. A medida que lermos da es-
querda para direita, aplicamos a instrugao push a qualquer caracter diferente de zero.
Caracteres zero causam a instrucao pop na pilha. A saida produzida pela funcao é a
sequéncia de caracteres que restaram na pilha (do topo para baixo) ou zero se a pilha
ficar fazia.

Portanto, o processamento da cadeia 120304 resulta na saida 41, enquanto que o processamento
da cadeia 12304000 resulta na saida 0. (Uma cadeia como 10020340 nao pode ser tratada por
este procedimento porque nao podemos efetuar a instrugao pop quando a pilha estiver vazia.)

(a)
(b)
(c)
(d) Encontre uma cadeia que nao possa ser processada mas que possa ser processada se escrita
“de tras para frente”.

Qual o dominio dessa funcao?
Qual o conjunto imagem?

Essa funcao é injetiva? E sobrejetiva?



