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Em Matemadtica, os objetos podem ser de dois tipos: primitivos ou
definidos .

Objetos (ou entes) primitivos

S&o aqueles que séo aceitos pela experiéncia ou observagdo. Nao
séo definidos!

Exemplos
o Ponto
0 Reta
@ Plano
@ Conjunto
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Em Matemaética, os objetos podem ser de dois tipos: primitivos ou
definidos .

Objetos (ou entes) definidos

Sao aqueles construidos a partir de outros objetos, sejam eles primi-
tivos ou nao.

Exemplos
@ Pontos colineares: Pontos que pertencem a uma mesma reta.

o Retas concorrentes: Duas retas que tém um Unico ponto em
comum.

@ Planos paralelos: Planos que ndo tém ponto em comum.
o Conjunto unitario: Tem apenas um elemento.

© Numero primo: E aquele que tém apenas dois divisores positivos
distintos.
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Sao de trés tipos: demonstraveis , ndo demonstraveis e
conjecturas .

Sentencas ndo demonstraveis

S&o conhecidas por axiomas ou postulados . Estas sdo as afirma-
¢Oes mais basicas da matematica. A validade é aceita com base na
observacédo. Nao podem ser provadas!

Exemplos:

@ (Geometria) Por dois pontos distintos passa uma Unica reta.

o (Conjuntos) Axioma da extensao:
(YX)(VA)(VB)((x e A«<» x € B) - A=B)

o (Aritmética) Um elemento o € N é neutro para a adigdo quando
(WneN)(a+n=n+a=n).

o (Combinatéria) 0! =1
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S&o de trés tipos: demonstraveis , ndo demonstraveis e
conjecturas .

Sentencas demonstraveis

S&o aquelas cuja validade so é aceita por meio de uma justificativa,
demonstracdo ou prova. S&o classificadas em

o Proposicao

o Teorema

o Lema

o Corolario
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Proposicao

(Wikipedia) E uma sentenca que ndo esta associada a nenhuma
outra sentenca demonstravel, de simples prova e de importancia
matematica menor. (Subjetivo!)

Exemplos:

@ A soma de dois inteiros impares é um inteiro par.
@ A soma dos angulos internos de um triangulo mede 180°.

o+ +E++ () =2"
o -(PVQ)& -PA-Q
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Teorema

(Wikipedia) E uma sentenca que néo esta associada a nenhuma
outra sentenga demonstravel, porém de grande importancia
matematica. (Subjetivo!)

Exemplos:

o (Teorema de Pitadgoras) Em todo triangulo retangulo, o quadrado
da medida da hipotenusa €é igual a soma dos quadrados das
medidas dos catetos.

o (Teorema fundamental da aritmética) Todo inteiro maior que 1
pode ser decomposto, de modo Unico, como produto de poténcias
de nimeros primos.

o (Ultimo teorema de Fermat) N&o existem inteiros positivos a, b, ¢
tais que a" = b" + ¢" quando n é um inteiro maior que 2.
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E uma proposi¢&o ou teorema, de menor importancia, que serve para
auxiliar na prova de outro teorema ou proposicao.

Exemplo:

o (Lema 1) O quadrado de um inteiro positivo € um inteiro positivo.
o (Lema 2) O quadrado de um inteiro negativo € um inteiro positivo.

o (Teorema) O quadrado de todo inteiro ndo nulo é um inteiro
positivo.
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Coroléario

(Wikipedia) E uma sentenca que é consequéncia imediata de outra
proposicéo ou teorema. Muitas vezes, tem suas provas omitidas por
serem bastante simples.

Exemplo:

o (Teorema) Todo inteiro par € soma de dois inteiros impares.
par = mpar; + mparp
@ (Corolario) Todo inteiro impar é soma de trés inteiros impares.

mpar = par + 1 = mpar; + mpar, + mpars
—_— Y~

par 1
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(Wikipedia) Uma conjectura é uma idéia, formula ou frase, a qual nédo
foi provada ser verdadeira (nem falsa).

Normalmente sdo formuladas com base em observacdes que indicam
(mas ndo provam) sua veracidade.

Conjecturas mais conhecidas

o Hipdtese de Riemann

o Hipotese do continuum

@ Conjectura de Goldbach

@ Conjectura dos primos gémeos
o Problema P versus NP
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Hipotese de Riemann (Georg F. Bernhard Riemann 1826-1866)

Trata-se da afirmacéo que as solucbes complexas nao triviais de uma
certa equagéo (dada pela funcéo zeta de Riemann) estdo sobre a reta
x=1/2.

Comentérios (Wikipedia):
@ Tem intrigado os matematicos ha mais de 150 anos.

o E um dos poucos problemas nao resolvidos daqueles chamados
de problemas do milénio, propostos por Hilbert em 1900.

o E tdo dificil que em 2000 o “Clay Mathematics Institute” ofereceu
um prémio de 1 milhao de délares a quem prova-lo.

Marcelo Gama (DM - UFRPE) Mat. Discreta - Aula 3



Hipotese do continuum (George Cantor 1845-1918)

N&o existe nenhum conjunto com mais elementos do que o conjunto
dos nimeros inteiros e menos elementos do que o conjunto dos
nameros reais.
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Conjecturas: Conjectura de Goldbach

Conjectura de Goldbach (Christian Goldbach 1690-1764)
Todo nimero par maior ou igual a 4 é a soma de dois primos.

Exemplos:
04=2+4+2
98=5+43
020=13+3
0 100=21+79
© 10000 = 59 + 9941
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Primos gémeos

Sao dois nimeros impares consecutivos onde ambos sdo numeros
primos.

o Exemplos: 3e5,5e7,11e13,17e19,29e31,71e73,
156733989 . 2100007 _ 1 o 156733989 . 2100007 | 1 etc.

Conjectura dos primos gémeos

Existem infinitos pares de primos gémeos.
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Algoritmos de tempo polinomial

Um algoritmo para resolver um certo problema é de tempo polinomial
se 0 seu consumo de tempo, no pior caso, é limitado por uma funcao
polinomial dos tamanhos das instancias do problema.

Exemplo:

o Algoritmo bubblesort para ordenacdo: Tempo da ordem de n?

Chamamos de P a classe de problemas para 0s quais existe um
algoritmo de tempo polinomial que o resolva.
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Problemas razoaveis

Um problema é razoavel é possivel verificar, em tempo polinomial, se
uma suposta solugéo da instancia é, de fato, uma solugéo.

Exemplo:

o Verificar se um dado x é solucéo da equacéo ax? +bx +c¢c =0

Chamamos de NP a classe dos problemas razoaveis.
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Todo problema cujas solu¢des podem ser verificadas por um algoritmo
polinomial pode também ser resolvido por um algoritmo polinomial?

Fatos importantes
© O bom senso sugere que P é apenas uma pequena parte de NP.

@ Ninguém conseguiu ainda encontrar um problema de NP que néo
estejaem P.
(ou seja, um problema razoavel para o qual ndo existe um algorit-
mo polinomial)

o O fato anterior sugere que P = NP.
o A maioria da comunidade cientifica acredita que P # NP.
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Demonstracao (ou prova)

E uma sucesséo finita de argumentos, restritos as regras da ldgica,
mostrando que determinada afirmacdo é necessariamente verdadeira
guando se assumem certos axiomas.

Estrutura de uma demonstracdo
o Hipdteses: Conjunto de axiomas H = {Hy,Hy, ... ,Hy}
o Tese (T): Concluséo a qual se deseja chegar
@ Prova: Mostrar que vale a implicagédo légica

HiAH>A...AHR=T
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Métodos de prova matematica

Os métodos de provas matematicas podem ser classificados em

o Prova direta

o Prova por contra-exemplo

@ Prova pela contra-positiva

@ Prova por reducéo ao absurdo (ou contradi¢éo)
@ Prova por casos (ou por exaustao)

o Prova por indugéo
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Método direto

Partindo da hipétese H, usamos uma sequéncia de implicacdes
I6gicas até obter atese T.

Exemplo: Se m e n sao inteiros pares, entdo m + n é um inteiro par.
@ H: m e n séo inteiros pares
o T: m+néum inteiro par
Prova.
Ii
m en s&o inteiros pares= (Ja € Z)(3b € Z)(m = 2aAn = 2b)
= (Jae€Z)(FbeZ)(m+n=2a+2b)
= (Jae€Z)(FbeZ)(m+n=2(a+h))
= m-+népar
N

T
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Método do contra-exemplo

Mostramos com um exemplo (contra-exemplo), um caso em que a
afirmacao é falsa.

Exemplo: Para todo primo n, o inteiro 2" — 1 € um namero primo.
© H:néprimo
o T:2"—1éprimo

Prova (da falsidade). Tomando n = 11, temos
211 1 =2047=123-89

Portanto, a afirmacéo é falsa paran = 11.
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Método da contra-positiva
A contra-positiva de uma condicional P — Q é dada por -Q — —P.

© Uma condicional e sua contra-positiva séo equivalentes.
(Prove isto usando tabela-verdade.)

Exemplo: Se 15x3 — 9x? +27x —5 > 0, entdo x > 0.
O H:5x3—9%x2+4+2x—-5>0 T:x>0
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Método da contra-positiva

A contra-positiva de uma condicional P — Q é dada por -Q — —P.

© Uma condicional e sua contra-positiva séo equivalentes.
(Prove isto usando tabela-verdade.)

Exemplo: Se 15x3 — 9x? +27x —5 > 0, entdo x > 0.
O H:5x3—9%x2+4+2x—-5>0 T:x>0

Contra-positiva: Se x < 0, entdo 5x3 — 9x? + 2x — 5 < 0.
oH:x<0 T:15x3 —9x2 +27x —5<0
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Método da contra-positiva
A contra-positiva de uma condicional P — Q é dada por -Q — —P.

© Uma condicional e sua contra-positiva séo equivalentes.
(Prove isto usando tabela-verdade.)

Exemplo: Se 15x3 — 9x? +27x —5 > 0, entdo x > 0.
O H:5x3—9%x2+4+2x—-5>0 T:x>0

Contra-positiva: Se x < 0, entdo 5x3 — 9x? + 2x — 5 < 0.
oH:x<0 T:15x3 —9x2 +27x —5<0

Prova

X <0=15x% < 0,-9x? < 0,27x < 0,—-5 < 0 = 5x3—9x%+4+2x-5< 0
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Método da contradicao
Este método baseia-se no seguinte fato:
o (PA—-Q)—F)— (P — Q) (Prove isto usando tabela-verdade.)
o Interpretando: Se P A —Q leva a uma contradicdo, entdo P — Q.

Exemplo: Se m e n sdo pares, entdo m + n € par.
© H: m e nsao pares T:m+népar.

Assumimos H e =T, ou seja, m e n sdo pares, mas m + n & impatr.
Existem inteiros a, b, c taisque m = 2a, n = 2b, m+n = 2c + 1. Entdo

m+4+n=2c+1 =
=
=
=

2a+2b=2c+1
2a+2b—-2c=1
2@+b—-c)=1
at+b-c=1/2
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Temos uma contradicao:

a-+b—c =1/2nuncaira ocorrer, pois a + b — ¢ € um namero inteiro!

Conclusdo: H — T, ou seja,

Se m e n sao pares, entdo m + n é par.
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Prova por casos

Dividimos a prova em um namero finito de casos que cobrem todas as
possibilidades.

Exemplo: O quadrado de qualquer inteiro € maior ou igual a zero.

Prova. Temos trés casos a considerar sobre um dado inteiro n:

Q n>0:Nessecaso,n>=n-n=(+n)-(+n) >0
Q n<0:Nessecaso,n?=n-n=(-n)-(-n)>0
Q n=0:Nessecaso,n>=0>=0-0=0

Em qualquer caso, n? > 0.
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Provas matematicas

Prova por inducao

Teremos um tépico especifico apenas sobre esse método!
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