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Sentencas abertas

Definicéo
Dado um conjunto A # (), uma sentenga aberta em A é uma expresséo

p(x) de modo que, para cada a € A, p(a) € uma proposi¢do. De outro
modo, dado a € A, tem-se p(a) Verdadeira ou Falsa.

Exemplos:
@ A = {ala é disciplina do BS}
p(x) : “Marcelo é professor da disciplina x”

o A=N
g(x) : “x é divisor de 12"
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Sentencas abertas

Conjunto-verdade

O conjunto-verdade de uma sentenca aberta, denotado por Vy, €
formado por todos os elementos do conjunto A para os quais p(a) é
verdadeira.

Exemplos:
o A = {ala é disciplina do BS}
p(x) : “Marcelo é professor da disciplina x”
Vp = {Matematica discreta}

o A=N
g(x) : “x é divisor de 12"
Vq ={1,2,3,4,6,12}
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Quantificadores

Situacao 1: Fazendo uma afirmacao sobre todos os nimeros naturais
0 12 4+1=2¢par.
0 2242 =26¢par.
@ 3243 =12¢par.
0 42 + 4 =20 é par.
© 52 4+5=230 ¢ par.

Queremos dizer que n? + n é sempre par quando n € N.
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Quantificadores

Quantificador universal

Ingredientes

@ A # () um conjunto
o p(x) sentenca aberta em A.
@ Vp = {x|x € AAp(x)} conjunto-verdade de p(x).

Definicdo: Quando Vp = A, temos p(x) verdadeira para todo x € A.
Represent¢8es simbdlicas

@ (Vx € A)(p(x)) «— usaremos esta

o Yx € A, p(x)

o xeA: p(x)
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Quantificadores

Situacao 1: Fazendo uma afirmacao sobre todos os nimeros naturais
0 1°24+1=2¢par.
@ 2242 =6¢par.
© 3243 =12¢par.
@ 4% 4 4 =20 é par.
@ 52 4+5=230 ¢ par.

Denotamos este fato por: (Vn € N)(n? 4 n & par)

Exemplo: (Vx aluno de matemética discrefig € estudiosg.
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Quantificadores

Situacao 2: Fazendo uma afirmacao sobre alguns nimeros naturais

o A expressdo n? 4+ 1 é um nimero primo para algum n € N.
o Existe n € N que torna a express&o n 4+ 1 um ndmero primo.

Nesse caso, queremos dizer que algum valor ou valores de n, mas
n&do necessariamente todos, tornam n? + 1 um namero primo.
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Quantificadores

Quantificador existencial

Ingredientes

@ A # () um conjunto
@ p(x) sentenca aberta em A.
@ Vp = {x|x € AAp(x)} conjunto-verdade de p(x), onde V, # 0.

Definicdo: Quando V, # (), temos p(x) verdadeira para algum x € A.
Representgbes simbdlicas

@ (Ix € A)(p(x)) <— usaremos esta

@ Ix €A, p(x)

@ IxeA: p(x)
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Quantificadores

Situacdo 2: Fazendo uma afirmagédo sobre alguns nimeros naturais

o A expressdo n? 4+ 1 é um nimero primo para algum n € N.
@ Existe n € N que torna a express&o n 4+ 1 um ndmero primo.

Denotamos este fato por: (3n € N)(n? 4 1 & primo)
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Quantificadores

Situacdo 3: Apenas um valor satisfaz a condicao dada.

@ A equacio x? = 4 admite uma Gnica solugdo em R ; no caso,
X = 2.

Nesse caso, dizemos que existe um Unico real positivo que satisfaz a
equacéo x? = 4.
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Quantificadores

Quantificador de existéncia e unicidade

Ingredientes

@ A # () um conjunto
@ p(x) sentenca aberta em A.
@ Vp = {x|x € AAp(x)} conjunto-verdade de p(x), onde V, # 0.

Definicdo: Quando Vp € um conjunto unitario, temos p(x) verdadeira
para um unico x € A. Represent¢Bes simbdlicas

@ (A x € A)(p(x)) «— usaremos esta

o Jlx € A, p(x)

o dlxeA: p(x)
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Quantificadores

Situacdo 3: Apenas um valor satisfaz a condicao dada.
@ A equacio x? = 4 admite uma Gnica solugdo em R ; no caso,
X = 2.

Denotamos este fato por: (3! x € R, )(x2 = 4)
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Variavel aparente e variavel livre

Tipos de variaveis

@ Aparente: Incide algum quantificador sobre ela.
@ Livre: Nao incide quantificador sobre ela.

Exemplos:
@ x°-5x+6=0 (x € livre)
o (IX)(Xx? —5x +6=0) (x € aparente)
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Negacao de proposi¢cbes com quantificadores

Negacéao
@ Universal: —(Vx)(p(x)) < (3x)(—=p(x))
@ Existencial: —(3x)(p(x)) < (VX)(—=p(x))

Note a troca entre universal e existencial e a negacéo de p(x)!

Exemplos:

@ “Todos os alunos chegaram cedo”. (Vx aluno)(x chegou cedp
@ “Algum aluno ndo chegou cedo”.  (3x aluno)(x n&do chegou cedo

@ “Existem alunos que chegam cedo”. (3x aluno)(x chegou cedp
@ “Nenhum aluno chega cedo”.  (¥x aluno)(x ndo chegou cedo
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Quantificadores

Sentencas abertas com mais de uma variavel

Uma sentenga aberta pode ter uma quantidade arbitraria, porém finita
de variaveis.

9 p(Xg,X2,...,Xn), Onde X3 € A1, X2 € Ag, ..., Xp € Ap

Exemplos:
@ p(x,y):“x éirméo dey”
o q(x,y,z):“z2 =x2 +y?
@ r(x,y,z,t):“x épaidey e z é mée de t”
@ s(ng,np,nz) : “3 (ng + Ny + ng — Min{ny, Nz, ng}) > 7

Marcelo Gama (DM - UFRPE) Mat. Discreta - Aula 3 23 de Agosto de 2011 21/26



Quantificadores

Quantificacéo parcial

Uma sentenga pode conter, a0 mesmo tempo, variaveis aparentes e
variaveis livres.

@ (IX)(x +y < 10) X é aparente e y livre
o (Vx aluno do BSI)(x estuda na sakp) x é aparente ey livre

Quantificagdo multipla

Uma sentenga pode conter diversos quantificadores.
o (WX)(3y)(x +y < 10)
@ (¥x)(3y)(x é aluno do BSIA x estuda na salg)
o (Vx e N)(Vy € N) ((x +y)? > x2+y?)
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Comutatividade de quantificadores

Operadores do mesmo tipo comutam

o (Wx)(vy)(p(x,Y)) < (vy)(vx)(p(X,Y))
o (IX)(3Fy)(p(x,Y)) = (Fy)(F)(p(X,Y))

Operadores de tipos distintos ndo comutam

@ (Vx)(Jy)(x eéfilho dey)

“Todo mundo tem pai ou méae” (V)
o (Jy)(vx)(x éfilho dey)

“y é pai ou mae de todo mundo” (F)
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Negacao com multiplos quantificadores

@ Dois quantificadores da mesma espécie
~(Y)(vY)(p(x,y)) < (3X)(=(vY)(P(x.Y)) < (3X)(3y)(-p(X,Y))

~(3X)3Y)(P(x,Y)) & (V) (=3y)(P(X,y)) & (X)(VY)(=p(X,Y))

@ Dois quantificadores de espécies diferentes
(V%) Ey)(P(x,y)) < (I)(=(3FY)(p(x,Y)) < (3X)(vY)(=p(X,Y))

=(3)(Y)(p(X,y)) < (VX)(=(y)(P(x,Y)) < (vX)(3y)(-p(X,Y))
@ Trés quantificadores

~(v)(3Y)(v2)(p(x,y,2)) = (I)(~(Y)(v2)(p(x,y,2)) &
(3)(vy)(=(vZ)(p(x,y,2)) < (3x)(vY)(FZ)(-p(X,Y,2))
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