Otimizacao de grande porte

Silvana Bocanegra

1) A0
MZ =341045

Ciclo de Seminarios - BSI
2014.2



Esboco

..

* Otimizacao: definicao, aplicacdes e
motivacao;

* Classe de problemas de otimizacao e
métodos de solucao;

* Principais métodos de solucao para
problemas de programacao linear:
simplex e pontos interiores;

* Solucao de Problemas de grande porte;
* Eficiéncia dos métodos de solucao.



Tipos de Problemas tratados via
otimizacao
.

1. Dada uma variedade de alimentos, escolher uma dieta de menor custo que atenda as
necessidades nutricionais de um individuo?

2. Determinar o planejamento de rotas que maximiza o lucro de uma companhia aérea dado
uma frota particular de avides, um certo nivel de recursos humanos, e as demandas esperadas
sobre as varias rotas?

3. Determinar locais para implantacdo de fabricas e armazéns de uma dada empresa, de
modo que os custos de transporte de matérias-primas e produtos sejam minimizados?

4. Determinar o planejamento de producdo de uma refinaria de petréleo que maximize a taxa
de producao e atende os padrdes de qualidade?

5. Qual melhor plano de tratamento para um paciente com cancer, tendo em conta as
caracteristicas do tumor e sua proximidade com 6rgaos vitais?

6. Selecionar portfélios para investimento na bolsa de valores para maximizar retorno

7. Determinar alocacao de salas e docentes para disciplinas de modo a minimizar o
deslocamento de docentes e estudantes entre salas

8. Determinar alocacao de equipes em projeto de desenvolvimento de software para minimizar
tempo de entrega do produto ..... e muitos outros problema§



Problemas de Otimizacao

* Minimizar (ou maximizar) uma funcao
objetivo restrita a um conjunto de equacoes
(ou inequacoes)

max (min) f(x)
S. a.
g(x)=b
h(x)<r
v(x)=>d
xcR" g:R" —- R™ hR"— RfF v:R" >R/
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Exemplos ilustrativos:

Transporte de mercadorias

T

* Determine quanto deve ser produzido e
entregue por cada fabrica em cada centro
consumidor de forma a minimizar os custos de

transporte.
Centro Consumidor
Fabrica Recife Salvador Manaus Capacidade
Rio 25 20 30 2000
Sao Paulo 30 25 25 1500
B.Horizonte 20 15 23 1500
Demanda 2000 2000 1000

Fonte: Pesquisa Operacional na Tomada de Decisdes - Gerson Lachtermacher
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Formulacao Matematica do
Problema

Existem 9 variaveis para expressar a

quantidade transportada em cada uma das
possiveis vias.

x; = Quantidade transportada da fabrica i para
o centro consumidor j.

51 — Ri0 51 — Recife
i =[R2 —Sao Paulo j =[R2 —Salvador
33 — Belo Horizonte % — Manaus

Fonte: Pesquisa Operacional na Tomada de Decisdes - Gerson Lachtermacher



O modelo:

Min25x;; +20x;, +30X;; +30X,; + 25X,, + 25Xy,
+ 20X,, +15X,, + 23X,,

S.t.

X, + X + X3 = 2000 | X, + X, + X5, = 2000
Xy + X55 + Xp5 =1500 | X}, + Xy, + X5, = 2000

Xy, + X3p + X33 =1000 | X{5+ X553 + X33, = 1000

xX. =20 N

Centro
Consumidor

Fabrica REC SSA MAN

Rio X11 X2 X3

BH X3 X35 X33 7



Resolvendo no Excel
Solver

om0~ oM Wk —=

A,
LCL Bicicletas
Centro Consumidor
Fahrica
Rio de Janeiro
Sao Paulo
Belo Horizonte

Centro Consumidor
Fahrica

Rio de Janeiro

Sao Paulo

Belo Horizonte
Entreque

Demanda

Custo Total

B C [ E
Custos de Transporte

Recife Salvador Manaus Dummy

25 20 30 0

30 23 23 0

20 13 23 0

CGuantidades Transportadas

Recife Salvador Manaus Dummy

I I I I

I I I I

I I I I

I I I I
2000 2000 1000 1500

0

F (5

Fabricado Capacidade

I 2000
I 3000
I 1500

Fonte: Pesquisa Operacional na Tomada de Decisoes - GersorgLachtermacher



Resolvendo no Excel

Solver

Parametros do Solver

Definir célula de destino:

iCElulas wariawveis:

Igual a: ™ Max O Min

[$E$10:4E$12

Subrneter s reskrictes:

$E$15:4E413 = $B$14:4E$14
SFE1I0EFE1Z = $EE10:4aE1 2

Opcoes do Solver

Tempo maximo: |1IIIIII segundos K
Iteracdes: 100 Cancelar
Precisdo: |III,IIIIIIIIIIIIIII1 Carregar modelo. ..

Tolerancia: |5

Yo Salvar modelo. ..

Convergéncia; |III,IIIIIIIZIl

W Presumir modelo linear

v Presumir ndo negativos

fijuda

| Usar escala automatica

| Mostrar resultado de iteracdo

Eskimativas Detivadas Pesquisar

{* Tangente
(" Suadratica

¢ fdiante
(" Central

{* Newkon

(" Conjugado

Fonte: Pesquisa Operacional na Tomada de Decisoes - Gersorg_achtermacher




Resolvendo no Excel
Solver

oo~ o0 m| &k —=

A,
LCL Bicicletas
Centro Consumidor
Fahrica
Rio de Janeiro
Sao Paulo
Belo Horizonte

Centro Consumidor
Fahrica

Rio de Janeiro

Sao Paulo

Belo Horizonte
Entreque

Demanda

Custo Total

Custos de Transporte
Salvador Manaus

= | C
Recife

2h 20

30 2h

20 15

D

30
25
23

E

Dummy

0
0
0

CGuantidades Transportadas

Recife Salvador Manaus Dummy
I 2000 I 0
a0 I 1000 1500
1500 I I [
2000 2000 1000 1500
2000 2000 1000 1500
110000

F

Fabricado Capacidade

2000
300
1500

2000
30ad
1500

Fonte: Pesquisa Operacional na Tomada de Decisoes - Gersonll(?chtermacher



Aplicacoes Reais:

* Problemas de Transporte
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Exemplo llustrativo: Alocar postos de
saude

17

20

€

Alocacao de postos de atendimento médico de emergéncia (AME)
- 20 distritos
- 10 locacoes candidatas 12

ProfFernandoGomide ODCA-FEEC-Unicamp



O modelo matematico

. 10
min Z X
J=1

numero de AMEs

ProfFernandoGomide

(D1)
(D2)
(D4)
(D5)
(D6)
(D7)
(D8)
(D9)
(D10)
(DI11)

xq4 tx5+xg5 21

xq4 tx5+x7 21

xg +X9 > 1
)C6 +)C9 > 1
X5 + Xg =1

XS +)C7 +X10 > 1

xg +X9 21
X9 T X190 > ]
Xlo > 1
)C1+X3 > 1

(D12)

13

(D13)
(D14)
(D15)
(D16)
(D17)
(D18)
(D19)
(D20)
(D3)

ODCA-FEEC-Unicamp



Possivel método de solucao: variaveis s6

podem assumir valores 0 ou 1.
..

* Problema com a enumeracao total:
— explosao combinatorial
— k variaveis de decisao (binarias) - 2* solucobes !

* k=100 - 210 =10%

* computador que verifique 1 trilhdo de solucdes/segundo = 1072
— 103 /10" =10"® segundos

—10'® segundos = 400 milhdes de seculos !
14
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Aplicacoes

* Alocacao de centros de distribuicao
min Zn: zﬂ: i: i CijklTik Tl + Zn: by

i=1 j=1 k=1 [=1 ij=1
n
s.t. Zu:.ij-=l_. F=1,2 ...
i=1
n
Y ozii=1, i=12...,n,
_‘il-=1 | TransCAD -- Academic Licenss
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Exemplo: Carteira de
Investimentos

Uma empresa gerencia recursos de terceiros através da escolha de carteiras de

investimentos para diversos clientes, baseados em bonds de diversas empresas.

Um de seus clientes exige que:

* Nao mais de 25% do total aplicado deve ser investido em um Unico investimento;

® Um valor superior ou igual a 50% do total aplicado deve ser investido em titulos de
maturidade maiores que 10 anos;

®* O total aplicado em titulos de alto risco deve ser, no maximo, de 45% do total investido.

Considerando a tabela abaixo de retorno, risco e maturidade dos diversos titulos,

determine a estratégia 6tima para o investidor de forma que a rentabilidade de sua

aplicacao seja maxima.

Titulo Retorno anual Maturidade Risco
(%) (anos)
1 8,7 15 1 — Muito baixo
2 9,5 12 3 — Regular
3 12,0 8 4 — Alto
4 9,0 4 2 — Baixo
5 13,0 11 4 — Alto
6 20,0 3 5 — Muito alto



CdadlLlCliia dc ITIveSUITTICTILOS.
Modelo de Programacao
Matematica

max Z rendimento .x
jUTitulos

x; 0,25 L UTitulos

ij > 0,50

JUTitulos | maturidade ; 210

Z X; < 0,45
JUTitulos | risco ;24

% =1
jUTitulos 17



Financas: Selecao de

Portfolios

min, %ITQT
pul'x

Azx

e

AY)

AY)

B Portfolic Optimization Tool

— Portfolio

Annialized Return [%]

— Perfarmance Metrics

— Portfolio Performanc

(2@ =]
Datalmpot  \/Potfolo Optimizationy  Resuls |
Portfobo Allocation Portfolia Weights
[sap (26.5a%)
I:‘:;‘I'" WOLKSWAGEN WE |Lmoe (16.85%)
149% I
|WOLKSWAGEN VZ (14.80%)
|FRESENIUS MED CARE (14.3..
I I |FRESENNIS VZ (14.28%)
14.38% (B (13.01%)
s %, FRESENIUSANE
et Individieal Azzets 14 784
& Benchmark Portfolilo :
N S SR LINCE
30 35 an 16,855 .,
Snruimized Risk %)
— Walue at Risk — Key Metri
Confidence [%] | 85 | Historicas = | Riskfree Rate [%] | 2

Relative Performance [%]

Selected Portfolio
DAX

Maonthly Value at Risk -4.04%

Annualized Volatiity 15.34% -
Annualized Return 37.26%]
Correlation 0.96 ‘
Sharpe Ratic 175 |E
Alpha -0.38% |
Risk-adjusted Return 0.54% | |
information Ratic 9.11%
ina Frene nRR% T
m ] »

— Financial Reporting

Generate Report
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Problemas Deterministicos

Multlplos
Objetlvo
Nao Llnear
Objetivo
Linear
Restricoes
Lineares

Restricoes
Nao Lineares

Variaveis Variaveis
Discretas Continuas 20



Programacao Linear:

Solugéo Grafica

Resolver o sequinte
PPL:

max x;, + 2x,

X < 2

x, < 2
x *+ x, < 3
x o, x, = 0



Solucao Grafica

Re
I
+
[\
o
[\

max Xx
‘<2 B = (2,0) |
1 C=(2,1) X
D=(1,2) X,
E =(0,2)
F F=(0,3) Xt X
G =(2,2) X, X,
H = (3,0)
X, <2

vV IA IN A

S W NN



Solucao Grafica de PPL’s

*  Passos para resolver graficamente um

PPL:
a) Escolher uma solucao x viavel qualquer
b) Tracar o hiperplano definido pela funcao
objetivo passando pelo ponto x
c) Determinar o gradiente da funcao objetivo
Nno ponto x

d) Caminhar no sentido e direcao do
gradiente da funcao objetivo até
tangenciar a regiao viavel (maximizacao).

Caminhar nAa cantidAn ~ANnFrarina AN
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*  Passos para resolver graficamente um

PPL:
a) Escolher uma solucao x viavel qualquer
b) Tracar o hiperplano definido pela funcao
objetivo passando pelo ponto x
c) Determinar o gradiente da funcao objetivo
Nno ponto x

d) Caminhar no sentido e direcao do
gradiente da funcao objetivo até
tangenciar a regiao viavel (maximizacao).
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Programacao Linear

* Método Simplex
e Método de Pontos Interiores

P |

/ x° T2 /

L~ |

.1'2 A

@ = _
xt / /
x -
!

Simplex } Interior point



Método Simplex:
Interpretacao geometrica

X
N
I

‘<2 B = (2,0)
] cC=(1,1)
D=(1,2)
E =(0,2)
F] F=(0,3)
G=(2,2)
H=(3,0)

X, <2
max x, + 2x, + Ox; + Ox, + Ox
X oo
X, + X,
x+ x + X + X
N\ S X, X X, X, Xs

AVARN |

S W NN



Método Simplex

Quantidade de vértices depende do numero de
variaveis (n) e restricoes (m)

n!

0 y e
n- maximo de bases =
m!(n—m)!

27



Algoritmos e

Comglexidade

Na pratica o método simplex apresenta
bom desempenho mas no pior caso,
pode apresentar complexidade
exponencial.

V.Klee e O.J. Minty (1977) exibiram uma classe de problemas
em que o algoritmo simplex gasta 2"-1 iteragoes.



Meétodo de Pontos Interiores

Classe de algoritmos polinomiais para resolver
problemas de PL (programacao linear) , PQ
(programacao quadratica), programacao convexa
em geral.

29



Meétodo de Pontos Interiores

Popular- 1984 - Karmarkar, AT&T Bell Labs;
- algoritmo polinomial para Programacao Linear
- 50 vezes mais rapido que método simplex em

problemas de grande porte.

- lacunas entre teoria e pratica - uma década de
avancos tedricos e computacionais, classe de

variantes:

- algoritmo primal-dual consagrado como o0 mais
eficiente (softwares comerciais CPLEX, XPRESS,...)

30



Algoritmos e
Complexidade

Em geral, o numero de iteracoes
necessario para convergéncia em
métodos de pontos interiores nao
depende do tamanho do problema. No
entanto, em termos de complexidade
tedrica o algoritmo converge em

O(y/n(1/c))

iteracoes, sendo epsilon a precisao

requerida.



Método Primal-Dual

min c’x max b’
(P) sto Ax=b [)] (D) sto A'A+s=c
x>0 [S] s>0

Problema da barreira perturbado:

n
mn c'x—r~ E In Xx;
i=1

sto Ax=0b

(Pr)

n
L L —_— n .
min — E In x; <> min e~ 2-i=1 X« max n}q:1 X

i=1



Método Primal-Dual

T
n
: : - T
Primal: (P.) min ¢ X—‘T;”]Xj
sto Ax=0>b

n
Lagrangeano: L(x,A)=c'x—7> Inx;+ A" (b— Ax)

=1

Definindo: 7X~'e =5, As condicdes de otimalidade (KKT) :

AT\ +s=c

Ax = b

XSe =Tte

(x,8) >0 33



Método Primal-Dual

Sistema nao linear :

ATA+s=c
Ax = b
XSe = re
(x,8) >0

Reduzir T (até zero)

T =o0u, c€(0,1)

34



Esquema: primal-dual

Solucao
inicial:
(x° ,A0, s9)

g, € (0, 1)
Ho =(x%) Ts%) /n

Direcdo de Newton

Sistema nao linear

Sistema linear

A= (AX, AN, AS)

|

Atualiza
parametros:

(Xk+1, Ak+D gktl) = (xk,Ak,s¥) + (o, AX5, ay AN, ay AsK)

Hor = O ((X11)T Sep ) /N

35



Eficiencia dos metodos:

* Implementacoes robustas

solucao inicial, preprocessamento,
determinacao de parametros, solucao dos
sistemas)

* Parte Crucial - Solucao de sistemas
lineares

cerca de 80% do tempo de processamento.

36



Abordagem direta :
equacoes normais

-matriz simétrica e definida positiva
Fatoracao de Cholesky

LDL™ X =b Dz = y
L'™x =z 37



Abordagem direta :

eguasées normais

*perda no padrao de esparsidade.

AGAT I N L

PAGATPT | | L <4\




Meéetodos do subespaco de
Krylov

Aproximacoes para solucao de Ax= b sao obtidas por

X =X+ V., VY.,

V. matriz formada pelos vetores da base e

Hvy.=|lrll|e, sendo e,=(1,1,...1)7
r,= b -Ax, .

39



Precondicionamento

* Objetivo- melhorar as caracteristicas de
convergéncia

Ax = p =p  M-IAX=M-1b

- Agrupamento de autovalores (M1A)

40



Estado da arte dos
softwares

* Abordagem mais usada - resolve os sistemas
de equacoes normais com implementacoes
esparsas da fatoracao de Cholesky.
(fatoracao simbdlica; reordenamento)

* Tamanho crescente dos problemas restringe
a aplicacao - limitacao de memoria.

* Unica possibilidade - métodos iterativos

* Pesquisadores investem no desenvolvimento
de precondicionadores para métodogt!



Direcionamentos Futuros na area e
nossas propostas de trabalho

* Varios precondicionadores interessantes foram
propostos;

*Ainda nao ha um precondicionador final;

*Precondicionadores hibridos podem se adequar
as caracteristicas numéricas dos problemas;

* Explorar unidades de processamento grafico e
iImplementacoes paralelas.

42



Propostas de trabalhos

* Resolver problemas de otimizacao encontrados
durante o processo de desenvolvimento de
software

* Bio-informatica: Analise de expressao génica
pPOr micro-array

* Fase de treinamento em problemas envolvendo
aprendizado de maquina.

43
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